
自然数的定义

小圆滚滚

1 皮亚诺公理

与依赖于集合论的定义方式不同，皮亚诺公理最初是不依赖集合论的。如果没接触集合论的情况

下就能对自然数的一些基本性质有所了解。不过这两种定义方式在结果上没什么不同。

在说公理之前，首先要提到的是这是一个描描描述述述性性性而不是构构构造造造性性性 的公理系统，即是我们假定自然数

已经存在，但是什么样的我们还不知道，这些公理描述了自然数的一些基本性质。

1.1 公理1

0是一个自然数。

有一点值得注意的是，皮亚诺最初对这个数使用的符号是1，而不是0。这仅仅只是符号上的差别

而已，但是0和1在别的领域有很多不同的意义，（比如0往往被用作加法单位元），所以现在我们往往用

的符号是0。

1.2 公理2

有这样一个“后继”函数S(n)，对所有的自然数n都有定义，且S(n)也是一个自然数。

1.3 公理3

0不是任何自然数的后继，即是不存在这样的自然数n，使得S(n)=0.

1.4 公理4

S(n) = S(m)⇔ n = m

公理2-4一起定义了自然数的后继。从直觉上来看，我们可以把这个自然数的定义过程看成从0开始

往后数数，而这个数数的过程就是“后继”。不过就像我们之前提到的一样，这是一个描描描述述述性性性而不是构构构

造造造性性性的公理系统。我们这样做的目的是给给给出出出能能能够够够推推推出出出自自自然然然数数数性性性质质质的的的一一一组组组最最最小小小的的的前前前提提提条条条件件件，而不是构造

能满足我们需要的自然数。也正是因为这样，我们需要确保我们描述的就是自然数，而不是一些别的

东西。目前，这4个公理还不能良好地描述自然数，比如举一个例子，以下的伪自然数集：

N ′ := 0, 0, 5, 1, 1.5, · · ·
这样描述不是很严谨，一方面我们用到了“集合”这个概念，另一方面，我们还不知道0.5,1是什

么。不过这只是用来表达一种思想。首先这个集合中，我们让0的后继是1，1的是2... 而另一方面，

让0.5的后继是1.5，1.5的是2.5... 很易看出，这些数满足公理1-4，但是并不是我们想要的自然数。所以

在此之外，还有最后一条公理：
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1.5 公理5 数学归纳法公理

假设有对所有自然数都有定义的一个命题P(n)满足这样的条件：

1. P(0)是真的

2. P (n)⇒ P (S(n))

则P对所有自然数都是真的。

另外，皮亚诺刚开始还描述了自然数关于相等关系的4个公理：

1. n=n

2. a = b⇔ b = a

3. a = b ∧ b = c⇒ a = c

4. 若a是自然数，且a=b，则也b是自然数

不过现在相等关系的公理一般被归在数学基础逻辑的公理里，它们的描述对象也从自然数被拓展

到了一切数学对象。

随后，我们为了把我们现在的符号系统施加到自然数上，我们定义：

1 := S(0), 2 := S(1), · · ·
我们现在可以定义一些别的东西，比如加法了。

我们的直觉是：S(n)就相当于n+1，1+2无非是把S施加在1上2次而已，即是1+2=S(S(1))。

而把S(1)替换为1+1，2替换为S(1)我们得到：1+S(1)=S(1+1)于是我们把加法定义如下：

1. n+ 0 := n

2. n+ S(m) := S(n+m)

递归地，根据定义，我们得到：

1 + 1 = 1 + S(0)

= S(1 + 0)

= S(1)

= 2

1 + 2 = 1 + S(1)

= S(1 + 1)

= S(2)

= 3

· · ·
根据公理5，我们很易证明加法对所有自然数都有定义：

首先n+0=n是自然数。

现在假设加法已经对n+m有了定义，结果也是一个自然数，则n+S(m)=S(n+m)也是自然数。这完

成了数学归纳。

那么，现在我们已经对算数的基本原理有了一定了解，就让我们来看一下下面这个简单的例子，来

吧我们刚刚学到的知识运用到实践中吧。

证明2+4=6
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证明：

2 + 4 = 2 + S(3)

= S(2 + 3)

= S(2 + S(2))

= S(S(2 + 2))

= S(S(2 + S(1)))

= S(S(S(2 + 1)))

= S(S(S(2 + S(0))))

= S(S(S(S(2 + 0))))

= S(S(S(S(2))))

= 6

嗯看起来我们已经描述完我们常用的加法了。不过加法的一些性质我们还不能用，比如最基础的

交换律。没关系，现在我们就来证明一下吧：

定理1：加法满足交换律，即是对自然数m, n, m+n=n+m

证明:先证明两个引理。

引理1：0+a=a

使用公理5:首先0+0=0。然后假设0+a=a已成立，则0+S(a)=S(0+a)=S(a)。数学归纳法公理保证

了我们的命题成立。

引理2：S(m)+n=S(m+n)

使用归纳法：首先S(m)+0=S(m)=S(m+0)。假设S(m)+n=S(m+n)已经成立，则

S(m) + S(n) = S(S(m) + n)

= S(S(m+ n)) （由假设）

= S(m+ S(n)) （由加法定义）

这完成了数学归纳。

接下来对m使用归纳法，刚才我们已经证明了：0+n=n+0=n。则假设m+n=n+m已经成立，则

S(m) + n = S(m+ n) （引理2）

= S(n+m) （假设）

= n+ S(m) （加法定义）

数学归纳法公理保证，加法交换律成立。

由于篇幅原因，什么结合律，自然数的序（大于小于这些的），减法，乘法，这里就不再说了，大

家感兴趣可以自己去找一下相关内容。不过相信通过这个过程，我们已经对自然数是什么有了更深刻

的理解。
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