
矩阵和行列式

小圆滚滚

1 3Blue1Brown

3Blue1Brown的线性代数用的是解析几何面积来由矩阵引入行列式。由坐标系，基的选取不同，产

生不同的坐标系，相对于单位正交基（以下简称”原坐标系”），选取两个在单位正交基上的向量作为新

的基，向量用纵向的数列表示。两个向量并排向右，表示一个变换矩阵，利用这个变换矩阵左乘一个

在原坐标系可以在新的坐标系(”新坐标系”)，找到对应的向量。

图 1: 行列式是面积的变换

2 同济大学

同济大学第七版用的是方程引入行列式，用行列式的性质引入矩阵。
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图 2: 行列式是方程组系数

从一个变量x1...xn到变量y1...yn的线性变换
y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

· · ·
yn = am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

向量
−−→
OP =

(
x

y

)
变为
−−→
OP1 =

(
x1

y1

)
的变换{

x1 = a11x+ a12y

y1 = a21x+ a22y

3Blue1Brown中：

举例：旋转变化{
x1 = xcosϕ− ysinϕ

y1 = xsinϕ+ ycosϕ

对应的矩阵就是(
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
对应3Blue1Brown的视频
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图 3: 行列式是方程组系数[
xin

yin

]
→

[
xout

yout

]

−→v = −1̂i+ 2ĵ

= −1

[
1

−2

]
+ 2

[
3

0

]

=

[
−1(1) + 2(3)

−1(−2) + 2(0)

]

=

[
5

2

]

其中

î =

[
1

−2

]
, ĵ =

[
3

0

]
[
x

y

]
→ x

[
1

−2

]
+ y

[
3

0

]
=

[
1x+ 3y

−2x+ 0y

]
这里x，y可以看成是系数（常数作为系数时可以乘入矩阵，后面的得数利用矩阵的加法）

[
a b

c d

][
x

y

]
= x

[
a

c

]
+ y

[
b

d

]
=

[
ax+ by

cx+ dy

]
(1)

平面线性变换因为是二维空间，所以是一个2*2的矩阵。
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这里矩阵放在向量左边，类似一个函数，则逆时针旋转90度，则可以写成[
0 −1
1 0

][
x

y

]
对应原来x(1, 0)变成了(0, 1)，y(0, 1)变成了(-1, 0)

举个例子，原矢量yuan=(3, 2), x = 3, y = 2代入(1)[
0 −1
1 0

][
x

y

]
= x

[
0

1

]
+ y

[
−1
0

]
= 3

[
0

1

]
+ 2

[
−1
0

]
=

[
0 + (−2)
3 + 0

]
=

[
−2
3

]
注意，这里可利用矩阵的乘法的法则，但直观理解是x左乘了矩阵的列向量中的左列，y左乘了矩

阵的列向量中的右列。

计算后的矢量hou=(-2, 3)

3 矩阵相乘{
y1 = a11x1 + a12x2 + a13x3

y2 = a21x1 + a22x2 + a23x3
x1 = b11t1 + b12t2

x2 = b21t1 + b22t2

x3 = b31t1 + b32t2

从t1，t2到y1,y2的线性变换则{
y1 = (a11b11 + a12b21 + a13b31)t1 + (a11b12 + a12b22 + a13b32)t2

y2 = (a21b11 + a22b21 + a23b31)t1 + (a21b12 + a22b22 + a23b32)t2
即(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
b11 b12

b21 b22

b31 b32


=

(
a11b11 + a12b21 + a13b31 a11b12 + a12b22 + a13b32

a21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + a23b32

)
因为是一个阵（函数）对一个向量进行影响，所以我选择把右边的阵看成一个一个的向量从左到

右排队等着左边的阵进行计算。

把新的向量表示，用线性变换的过程展示。需要用到的矩阵构成，是从左到右的新的基的排列。正

是因为原列向量是从上到下述说着原始基的排列。而从上到下的方程排列，正是从左到右的加和新基

在原基的投影分量乘以原基下的某个向量所获得。
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