
中值定理

小圆滚滚

1 罗尔定理

微分中值定理（罗尔定理）的个人理解。如果在佸佹垂直坐标系中一段绳子水平方向掐住两端向中

间挤压，产生任意一个闭区间连续开区间可导的函数，那么这个函数打弯的地方一定有一个水平的切

线。否则，就不会弯回来达到从左手到右手的水平。那将会是不断下降或者上升的一条绳子。

定义

如果函数佦伨佸伩满足：

伱伮 在闭区间佛佡伬 佢佝上连续

伲伮 在开区间伨佡伬 佢伩内可导

伳伮 f伨a伩 伽 f伨b伩

那么存在f ′伨ξ伩 伽 估, ξ ∈ 伨a, b伩

图 伱伺 罗尔定理

几何意义伺

如果光滑的曲线τ 伺 y 伽 f伨x伩伨x ∈ 佛a, b佝伩的两个端点佁伬 佂等高，即其连线佁佂水平伬则在τ上必有一

点佃伬伨ξ, f伨ξ伩伩伨ξ ∈ 伨a, b伩伩伬 τ在佃点的切线是水平的伮

2 拉格朗日中值定理

将水平的绳子旋转一个角度，拉格朗日中值定理。

伱



拉格朗日中值定理伬也简称均值定理。罗尔定理的扩展。

如果函数佦伨佸伩满足：

伱伮 在闭区间佛佡伬 佢佝上连续

伲伮 在开区间伨佡伬 佢伩内可导

那么存在f伨b伩− f伨a伩 伽 f ′伨ξ伩伨b− a伩, ξ ∈ 伨a, b伩

定义

图 伲伺 拉格朗日中值定理

证明：

设线段佁佂（弦佁佂）的方程为：y 伽 L伨x伩 伽 f伨a伩 伫 f(b)−f(a)
b−a 伨x− a伩，该直线以 f(b)−f(a)

b−a 为斜率。

伲



图 伳伺 拉格朗日中值定理

做新的函数伨新的函数的意义是同济大学第七版垂直辅助线位低的差值，位在弧
_

AB上，低在弧的两

端点连线上伩，函数值是有向线段低位的值。那么这个函数一定有个切线是平行于佁佂直线的。

ϕ伨x伩 伺伽 f伨x伩− L伨x伩 伽 f伨x伩−
[
f伨a伩 伫 f(b)−f(a)

b−a 伨x− a伩
]

伺伽表示“定义为”。

ϕ伨x伩在佛佡伬 佢佝上连续，在伨佡伬 佢伩上可导，且两个端点必与线段佁佂重合，所以低位伽估伮 ϕ伨a伩 伽 ϕ伨b伩 伽

估伨此处是因为估重合，所以导致相等。相等是主要的，等于估不重要，罗尔中值定理的条件是相等，并没

有要求等于估伩. 设完毕伮

可知ϕ′伨x伩 伽 伨f伨x伩− L伨x伩伩′ 伽 f ′伨x伩− f(b)−f(a)
b−a

ϕ伨x伩伨x ∈ 佛a, b佝伩符合罗尔定理的条件，

∴ ∃ ξ ∈ 伨a, b伩使得

ϕ′伨ξ伩 伽 f ′伨ξ伩− f(b)−f(a)
b−a 伽 估

证明毕。

注意：利用罗尔中值定理条件和结论。被定义的有向线段低位的函数ϕ′伨x伩与弦佁佂的交点无任何意

义。不要多想。有意义的是罗尔中值定理里面的切线平行于佁、佂点的连线。这个平行于。旋转到拉格

朗日定理，仍然是平行。

当用一个函数g伨x伩来代替这里的佸，用曲线来代替直线，即b − a，代替后g伨b伩 − g伨a伩，g伨x伩连续可
导的意义在于其切线不曾垂直于坐标轴g′伨x伩 6伽 ∞伨可导就是极限有固定值，包括估。无穷就是无极限伩。

g伨x伩的切线可水平于坐标轴，但连接佁、佂点的直线不能水平。伨g伨b伩− g伨a伩 6伽 估伩伮

基本初等函数有伶类伺 指数函数、对数函数、幂函数、三角函数、反三角函数、双曲函数伮一切初等

函数在各自的定义域里全部连续伮

函数可导则函数连续，函数连续不一定可导，不连续的函数一定不可导。

如果f伨x伩是在x0处可导的函数，则f伨x伩一定在x0处连续，特别地，任何可导函数一定在其定义域内
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每一点都连续。反过来并不一定。事实上，存在一个在其定义域上处处连续函数，但处处不可导。

垂线位低的值的函数，若等于估，就是柯西中值定理。不管除数函数g伨x伩如何拖延扭曲，也必将出

现两函数的切线同向（不一定顺从直线佁佂的方向）。

3 柯西中值定理

比值y′ 伽 因变量
自变量

伽 dy
dx

投影：数学术语，指图形的影子投到一个面或一条线上。

3.1 释义1

比值y 伽 f(b)−f(a)
g(b)−g(a)，

表示这一条线函数f伨x伩在另一条线函数g伨x伩上的投影函数。

设两个非零向量佡与佢的夹角为ジ，则将|b| · cos叫做向量佢在向量佡方向上的投影或称标投影（佳佣佡佬佡佲

佰佲佯佪佥佣佴佩佯佮）。

如果将该函数看作是一条直角坐标系上的曲线的话，那么它的切线的含义就是，一条线函数f伨x伩在

一条线函数g伨x伩上的投影函数的变化率。如果是直线，就是拉格朗日中值定理。这个曲线也是由佸生成

的，与佸相关的函数。

3.2 释义2

其几何意义为，用参数方程表示的曲线上至少有一点，它的切线平行于两端点所在的弦。该定理

可以视作在参数方程下拉格朗日中值定理的表达形式。

将佸作为自变量，那么两个因变量函数伨f伨x伩, g伨x伩伩在直角坐标系上可画出的连续的函数伨佸伬 佹伩曲线。

当用参数表达函数这个特殊求导法则，而不是导数的链式法则，链式法则有些嵌套的意思，嵌套循环

就是乘法。详见下一章的参数表达函数求导法则。

其中佸对应佸轴的值，佹对应的就是函数值，

那么可以得拉格朗日中值定理： y2−y1
x2−x1

伽 dy
dx

伽 伨参数表达函数伩′ 伽 f ′(x)
g′(x)
。

也就是将这y 伽 F 伨x伩,
(
g伨x伩 伽 f伨x伩

)
看作是绳子的两端，那么盘旋之后，首尾因变量相减除以自变

量相减，那么同样的斜率一定也会出现至少一次，只要有斜率，就会有切线（这也是三条绳子统一的

奥义所在）。其中被除数（第二个函数的导数）不能等于估伮那么可以得到柯西中值定理。

从看得见的割线到看不见的切线，是人类认知的进步。比例就是变化率，有自变量就会有因变量，

那么因变量在自变量上的投影就是相对变化率。比例就是这个相对变化率的切线。

3.2.1 求导四则运算法则与性质：

伱伮 若函数併伨佸伩伬 佶伨佸伩都可导，则

伨u伨x伩± v伨x伩伩′ 伽 u′伨x伩± v′伨x伩伬

伨u伨x伩 · v伨x伩伩′ 伽 u′伨x伩 · v伨x伩 伫 v′伨x伩 · u伨x伩伬

伨u(x)
v(x)

伩′ 伽 u′(x)v(x)−v′(x)u(x)
v2(x)

伮

伲伮 加减乘都可以推广到佮个函数的情况，例如乘法：

伨u1 · · ·un伩′ 伽 u′1伨u2 · · ·un伩 伫 u1u
′
2伨u3 · · ·un伩 伫 · · ·伫 伨u1 · · ·un−1伩u′n伮

伴



伳伮 数乘性

作为乘法法则的特例若佶伨佸伩为常数佣，则伨cu伨x伩伩′ 伽 cu′伨x伩，这说明常数可任意进出导数符号。

伴伮 线性性

求导运算也是满足线性性的，即可加性、数乘性，对于佮个函数的情况：[
n∑
i=1

Cifi伨X伩

]′
伽 佛c1f1 伫 · · ·伫 cnfn佝

′ 伽 c1f
′
1 伫 · · ·伫 cnf

′
n

反函数求导法则

若函数x 伽 ϕ伨y伩严格单调且可导，则其反函数y 伽 f伨x伩的导数存在且f ′伨x伩 伽 1
ϕ′(y)

伮

复合函数求导法则

若u 伽 g伨x伩在点佸可导，y 伽 f伨u伩在相应的点併也可导，则其复合函数y 伽 f伨g伨x伩伩在点佸可导且

y′伨x伩 伽 f ′伨u伩 · g′伨x伩伮

3.2.2 特殊求导法则

对数求导法则伺

对于y伨x伩 伽 u伨x伩v(x)两边取对数（当然取以佥为底的自然对数计算更方便），由对数的运算性质：

ln伨y伨x伩伩 伽 v伨x伩lnu伨x伩

再对两边求导
1

y(x)
· y′伨x伩 伽 v′伨x伩lnu伨x伩 伫 v(x)

u(x)
· u′伨x伩，

y′伨x伩 伽 u伨x伩v(x)佛v′伨x伩lnu伨x伩 伫 v(x)
u(x)
· u′伨x伩佝伮

参数表达函数的求导法则

若参数表达

{
x 伽 ϕ伨t伩

y 伽 ε伨t伩
，为一个佹关于佸的函数，

由函数规律的佸，而这个佸值的那个佴要对应唯一的一个佹值，才能佹为佸的函数。由此可见x 伽 ϕ伨t伩必

存在反函数t 伽 ϕ−1伨x伩，于是代入y 伽 ε伨t伩 伽 ε伨ϕ−1伨x伩伩，这便是佹通过中间变量佴的关于佸的函数的抽象

表达，（实际中未必能写出关于佸的反函数式子，也没必要这样做）。

利用反函数求导法则和复合函数求导法则，可得
dy
dx

伽 dy
dt
· dt
dx

伽 dy
dt
· 1
dx
dt

伽
dy
dt
dx
dt

伽 ε′(t)
ϕ′(t)

伮

这便是参数方程表达的佹关于佸的函数的求导公式。

因变量相当于从动，自变量相当于主动。

3.3 释义3

总有一点，两个函数变化率的比值，等于两个函数导数的比值。

柯西中值定理伬也叫拓展中值定理。

3.4 定义

定义

如果函数佦伨佸伩，佧伨佸伩满足：

伵



伱伮 在闭区间佛佡伬 佢佝上连续

伲伮 在开区间伨佡伬 佢伩内可导

伳伮 g′伨x伩 6伽 估伨∀x ∈ 伨a, b伩伩

则∃ ξ ∈ 伨a, b伩，使得：
f(b)−f(a)
g(b)−g(a) 伽 f ′(ξ)

g′(ξ)

图 伴伺 柯西中值定理

证明：

由拉格朗日定理，在条件g′伨x伩 6伽 估下：

可证：g伨b伩− g伨a伩 伽 g′伨η伩伨b− a伩 6伽 估, η ∈ 伨a, b伩

作辅助函数

F 伨x伩 伽 f伨x伩− f伨a伩− f(b)−f(a)
g(b)−g(a) 伨g伨x伩− g伨a伩伩

该函数的由来是斜率函数佹伭佦伨佡伩 伽 佫伨佸 伭 佡伩

其中斜率k 伽 f(b)−f(a)
b−a

其中佸代入佧伨佸伩，当佧伨佸伩 伽 佸时，g′伨x伩 伽 伱，可得拉格朗日中值定理。

易证但伨佸伩在佛佡伬 佢佝上满足罗尔定理条件佧伨佡伩伬 佧伨佢伩代入上式，但伨佸伩都会等于估，从而存在ξ ∈ 伨a, b伩使

得F ′伨ξ伩 伽 估即

f ′伨ξ伩 伽 f(b)−f(a)
g(b)−g(a) g

′伨ξ伩

由于g′伨ξ伩 6伽 估，得到
f(b)−f(a)
g(b)−g(a) 伽 f ′(ξ)

g′(ξ)

伶



证明毕。

例如阿基米德螺线的平面笛卡尔坐标方程式为：

{
x 伽 伨α伫 βθ伩佣佯佳θ

y 伽 伨α伫 βθ伩佳佩佮θ

下图中：α 伽 伳, β 伽 伴, 估 < θ < 4
5
· 伲π

图 伵伺 柯西中值定理

4 泰勒展开

泰勒公式

对我而言，泰勒公式除了用多项式逼近原函数，可以无限接近原始值之外。还解决了基础的无穷

小问题，到底什么是高阶无穷小，有了无穷小的层级，就不怕分不清什么时候可以忽略、什么时候可

以放大了。

若函数佦伨佸伩在包含x0的某个闭区间佛佡伬 佢佝上具有佮阶导数伬且在开区间伨佡伬 佢伩上具有佮伫伱阶导数伬则对闭

区间佛佡伬 佢佝上任意一点佸伬成立下式伺
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f伨x伩 伽
n∑
i=0

f (i)x0

i伡
伨x− x0伩i 伫Rn伨x伩

伽 f伨x0伩 伫 f ′伨x0伩伨x− x0伩 伫
f ′′伨x0伩

伲伡
伨x− x0伩2 伫 · · ·伫

f (n)伨x0伩

n伡
伨x− x0伩n 伫Rn伨x伩

其中Rn伨x伩 伽
f(n+1)(ξ)
(n+1)!

伨x− x0伩(n+1), ξ ∈ 伨x0, x伩

当n→∞时，Rn伨x伩→ 估，可忽略不计，可以得到函数的另一种表现形式（即用无穷级数表示）。

证明：

设伨x0, x伩的情况类似，设函数

F 伨t伩 伽 f伨x伩−
n∑
i=0

f(i)(t)
i!

伨x− t伩i

G伨t伩 伽 伨x− t伩(n+1)

但伨佴伩和佇伨佴伩在佛x0, x佝上连续，在伨x0, x伩上可导，且 F 伨x伩 伽 估, G伨x伩 伽 估

F ′伨t伩 伽 −
n∑
i=0

[
f (i)伨t伩

i伡
伨x− t伩i

]′
伽 −f伨t伩−

n∑
i=0

[
f (i+1)伨t伩

i伡
伨x− t伩i − f (i)伨t伩

伨i− 伱伩伡
伨x− t伩i−1

]
伽 −f

(n+1)伨t伩

n伡
伨x− t伩n

G′伨t伩 伽 −伨n伫 伱伩伨x− t伩n

F 伨x0伩 伽 f伨x伩−
[
f伨x0伩 伫 f ′伨x0伩伨x− x0伩 伫

f ′′伨x0伩

伲伡
伨x− x0伩2 伫 · · ·伫

f (n)伨x0伩

n伡
伨x− x0伩n

]
G伨x0伩 伽 伨x− x0伩(n+1)

并且在伨x0, x伩上，G
′伨t伩 6伽 估，所以但伨佴伩和佇伨佴伩在佛x0, x佝上满足柯西中值定理。

从而∃ ξ ∈ 伨x0, x伩，使得
F (x)−F (x0)
G(x)−G(x0)

伽 0−F (x0)
0−G(x0)

伽 F ′(ξ)
G′(ξ)

也就是
f(x)−

n∑
i=0

f(i)(x0)
i! (x−x0)

i

(x−x0)(n+1) 伽
− f

(n+1)(ξ)
n! (x−ξ)n

−(n+1)(x−ξ)n 伽 f(n+1)(ξ)
(n+1)!

所以

f伨x伩−
n∑
i=0

f(i)(x0)
i!

伨x− x0伩i 伽 f(n+1)(ξ)
(n+1)!

伨x− x0伩(n+1)

这常称为佦伨佸伩在点x0的佮阶泰勒公式。

证明毕。

当佮 伽 估时，上述公式就是拉格朗日中值公式，故泰勒定理就是拉格朗日中值定理的推广。

泰勒展开式满足柯西中值定理。

由柯西中值定理可以证得洛必达法则。

常用函数的泰勒展开：

伱伮 ex

伨ex伩′ 伽 ex，当x0取估时，

ex 伽 伱 伫 x伫 x2

2!
伫 x3

3!
伫 · · ·

伸



伲伮 sinx

sin(n)伨x伩 伽 sin伨x伫 n · π
2
伩，当x0取估时，

sinx 伽 x− x3

3!
伫 x5

5!
− x7

7!
伫 · · ·

伳伮 cosx

cos(n)伨x伩 伽 cos伨x伫 n · π
2
伩，当x0取估时，

sinx 伽 伱− x2

2!
伫 x4

4!
− x6

6!
伫 · · ·

伴伮 ln伨伱 伫 x伩

ln′伨伱 伫 x伩
u=1+x
伽伽伽伽伽伽

dy

du
· du
dx

伽
伱

伱 伫 x
· d伨伱 伫 x伩

dx
伽

伱

伱 伫 x

ln′′伨伱 伫 x伩 伽

(
伱

伱 伫 x

)′
u=1+x
伽伽伽伽伽伽

dy

du
· du
dx

伽 −伱伨伱 伫 x伩−2

y′′′ 伽 伨−伲伩 · 伨−伱伩伨伱 伫 x伩−3

y′′′′ 伽 伨−伳伩 · 伨−伲伩伨−伱伩伨伱 伫 x伩−4

y(n) 伽 伨−伱伩(n+1) · 伨n− 伱伩伡伨伱 伫 x伩−n

ln(n)伨伱 伫 x伩 伽 −伨伱伩(n+1) (n−1)!
(1+x)n

，当x0取估时，

ln伨伱 伫 x伩 伽 x− x2

2
伫 x3

3
− · · ·伫 (−1)(n+1)

n
xn − · · ·

伵伮 ln伨伱− x伩

ln(n)伨伱− x伩 伽 − (n−1)!
(1−x)n，当x0取估时，

ln伨伱− x伩 伽 −x− x2

2
− x3

3
− · · · − xn

n
− · · ·

伶伮 1
1−x

伨 1
1−x伩

(n) 伽 n!
(1−x)n+1，当x0取估时，

1
1−x 伽 伱 伫 x伫 x2 伫 · · ·伫 xn 伫 · · · ∀x 伺 |x| < 伱

5 高阶无穷小

如果没有高阶无穷小那么就不能加等号了。

举个例子：

ex 伽 伱 伫 x伫 x2

2!
伫 x3

3!
伫 · · ·伫 xn

n!
伫 · · ·

两边求导为ex等于

估 伫 伱 伫 x伫 x2

2!
伫 x3

3!
伫 · · ·伫 x(n−1)

(n−1)! 伫
xn

n!
伫 · · ·

发现没有，如果没有高阶无穷小，那么求导之后就比之前少了一个xn

n!
，如果无限求导可以发现ex等

于估这种错误的结论，所以高阶无穷小不可缺少，缺少了就只能说是近似，不能说等于。

拉格朗日余项与皮亚诺余项。

定性的如皮亚诺余项o伨x− x0伩n，仅表示余项是比伨x− x0伩n（当x→ x0时）高阶的无穷小。

伹



如sinx 伽 x− x3

3!
伫 o伨x3伩，表示当佸趋近于估 时， 佳佩佮佸用x− x3

3!
近似，误差（余项）是比x3高阶的无

穷小。

定量的如拉格朗日型余项中的ξ也可以写成x0 伫 伨x − x0伩。定量的余项一般用于函数值的计算与函
数形态的研究。

6 洛必达法则(套娃法则)

假设函数佦伨佸伩和佧伨佸伩满足下列条件：

伱伮 佦伨佸伩伬 佧伨佸伩都在佡点的某去心邻域众U伨a伩上可导，且g′伨x伩 6伽 估伨∀x ∈ 众U伨a伩伩

伲伮 当x→ a时，f伨x伩→ 估, g伨x伩→ 估或f伨x伩→∞, g伨x伩→∞

伳伮 佬佩佭
x→a

f ′(x)
g′(x)
存在（也可以是∞）

则 佬佩佭
x→a

f(x)
g(x)

伽 佬佩佭
x→a

f ′(x)
g′(x)

证明：

由于 佬佩佭
x→a

f(x)
g(x)
与佦伨佸伩伬 佧伨佸伩在佡点的取值无关，我们可以设佦伨佡伩 伽 估伬 佧伨佡伩 伽 估，则

佦伨佸伩伬 佧伨佸伩在佡的某一邻域内连续。

设x ∈ 众U伨a伩，由定理的条件伱，佦伨佸伩和佧伨佸伩在佛佡伬 佸佝伨或佛佸伬 佡佝伩上满足柯西中值定理的条件，从而存

在ξ ∈ 伨a, x伩伨或伨x, a伩伩，使得
f(x)
g(x)

伽 f(x)−f(a)
g(x)−g(a) 伽 f ′(ξ)

g′(ξ)

当x→ a时，ξ → a，所以

佬佩佭
x→a

f(x)
g(x)

伽 佬佩佭
x→a

f ′(ξ)
g′(ξ)

伽 佬佩佭
x→a

f ′(x)
g′(x)

证明毕。

在条件伱，伲下，只要 佬佩佭
x→a

f ′(x)
g′(x)

伽 A或∞，则 佬佩佭
x→a

f(x)
g(x)
必存在，且就等于A或∞

所以为了确定 佬佩佭
x→a

f(x)
g(x)
的值，只要把分子、分母分别求导再取极限，在这个极限存在（或是∞）的

情况下，就可以确定原来未定式的值（或是∞）

这种确定未定式的值的方法称为洛必达法则
试用洛必达法则时必须注意：

伱伮 佬佩佭
x→a

f(x)
g(x)
必须是 0

0
型或∞∞型

伲伮 佬佩佭
x→a

f ′(x)
g′(x)
存在（或是∞）

佬佩佭
x→a

f ′(x)
g′(x)
不存在时需要用其他方法判断这个极限是否存在

7 高阶导数的记法

不是推导出的，是记法，回答如图：

二阶导数： d
dx

dy
dx

伽 d2

dx2

三阶导数： d
dx

d2

dx2 伽 d3

dx3

四阶导数： d
dx

d3

dx3 伽 d4

dx4

五阶导数： d
dx

d4

dx4 伽 d5

dx5

伱估



莱布尼茨公式：

设函数併伨佸伩伬 佶伨佸伩具有佮阶导数，则

伱伮 伨u± v伩(n) 伽 u(n) ± v(n)伬

伲伮 伨Cu伩(n) 伽 Cu(n)伬

伳伮

伨u · v伩(n) 伽 u(n)v · nu(n−1)v′ 伫 n伨n− 伱伩

伲伡
u(n−2)v′′ 伫

n伨n− 伱伩 · · · 伨n− k 伫 伱伩

k伡
u(n−k)v(k) 伫 · · ·伫 uv(n)

伽
n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k)

链式法则和反函数里面的 dy
dx
是真的可以用分数除法以及分数乘法消掉的。

8 欧拉-拉格朗日定理（方程）

因为涉及到光子的运动和能量级传输。所以在波粒二象性、动能势能转换、自旋方面。有着重要

理论基础。多元函数代替参数方程，用偏导数、投影来解释的拉格朗日中值定理，就是欧拉伭拉格朗日

方程。

伱伱


