
无穷递降法的证明

小圆滚滚

1 证明某些数开方就是无理数

若兮∈兎優，且兮不是完全平方数，请证明：
√
n 是无理数儮

首先假设命题成立，
√
n 儽 p

q

变形得到： nq2 儽 p2 ·········①
显然
√
n 儽 p

q
不是整数，故可以用正整数 六 表示为：

m < p
q
< m儫 儱，即： 儰 < p−mq < q ·········②

我们可以通过①式构造出新的整数 q1, q2 来表示原本的
√
n ：

两边同时减去 六兰共，观察发现两侧各多出一个兰、共的公因式，这正是我们想要的：

nq2 −mpq 儽 p2 −mpq ；
p
q
儽 nq−mp

p−mq
·········③

我们的目的是使新的比值③的分子分母能组成新的数列，来看一下它们是否符合要求：

分子 nq −mp 儽 p2

q
−mp 儽 p儨

√
n−m儩 ·········④儮

√
n在数轴上的位置 m < p

q
< m儫 儱 说明了

√
n > m ，故分子大于零儮

同样变形得到的②式，说明了分母 p−mq > 儰，于是我们便可以构造：

p1 儽 nq −mp 儬 q1 儽 p−mq

即： p
q
儽 p1

q1

新的兰、共并没有什么不同，且容易证明分别小于对应的原式兰、共（根据④中括号内小于儱和③式分

母），于是我们就可以接着进行这样的操作，构造出：
p
q
儽 p1

q1
儽 p2

q2
儽 · · ·

但因为兰、共是有限的，这样的延申不可能一直持续下去，故我们可以得出矛盾儮

从而所证命题成立儮

—————————————————————————————————————————

这个方法不仅可以在延申的最终处得到矛盾，还可以在延申的末端产生符合条件的解，是一种“寻

找”解的方法：

2 证明某些数是完全平方数

例二：设非负整数 a、b 使得 a2+b2

1+ab
为整数儮 求证：这个整数一定是完全平方数儮

设 k 儽 a2+b2

1+ab
，先来对a、b的大小关系进行讨论：

a 儽 b 时： k儨儱 儫 a2儩 儽 儲a2 儬 解得 a 儽 k 儽 儱

设 儰 ≤ b < a 儺 当 b 儽 儰 时， k 儽 a2 显然八是一个完全平方数儮

最终可以讨论： 儰 < b < a 的情况，

整理 八 的表达式，得到类似二次方程的形式：

儱



a2 − kba儫 b2 − k 儽 儰 ·········①
先以 兡 为变量，兢固定不动，①式改写为：

x2 − kbx儫 b2 − k 儽 儰

兡 是该方程的一个解，设另一个解为 a1 儬应用韦达定理可以得到：

a儫 a1 儽 kb, aa1 儽 b2 − k

通过和式，可以得出 a1 是整数，通过两根之积，可以得到：

a1 儽
b2−k
a

< b2

a
；

兢儯兡小于儱，故： a1 < b 儮

我们发现，根据对称性，兢 也是当 兡 固定时的满足该方程的一个根儮 对根a1和 兢 其进行同样的操

作，我们可以得到一个新的根b1儬 如此循环下去，我们就可构造出想要的递减数列了儮

为此，我们来看看新的根是否也满足大于零的需求：

把 a1 代回方程：

儰 儽 a21 − kba1 儫 b2 − k 儽 a21 儫 b2 儫 k儨−ba1 − 儱儩

若括号内的 a1 小于零时，整个式子大于单独的 a21 儫 b2 ，也就大于儰儮 儰儾儰是矛盾的，故 a1 必须大

于等于零儮

当a1等于零时，我们又回到了最开始讨论 儰 ≤ b < a的情形，因此，我们重复构造了数列：

a, b, a1, a2 这些数列是从有限的数兡开始递减的，最终一定会在某个数 ai 处终止，终止时该数等于零儮

开头已经讨论过，等于零时八一定是一个完全平方数儮

于是，我们在递降的末端证明了八的存在性儮

最后，不仅仅是数集可以使用无穷递降法，在最小值原理的应用中，还存在着几何解题的应用。这

一篇回答便详细阐述了这些技巧和思想全兴兴兰关儺儯儯兺全兵兡兮公兡兮儮兺全兩全兵儮兣兯六儯兰儯儷儶儹儱儰儶儲儴

此两题已经被研究透彻，这里仅仅是做个人的思维梳理，以及强调在递降的末端出现矛盾和找处

解的存在的差异。实际上例二的形式还有其他的推广，见下文：

设 a, b, c 为整数，若儰 < a2 儫 b2 − abc ≤ c ，则 a2 儫 b2 − abc 为平方数儮 当等号成立时为例二所述

命题儮

背景图片源自画师焦茶儮

儲



3 无限连分数

x 儽
√
儲

x2 儽 儲

x2 − 儱 儽 儱

儨x儫 儱儩儨x− 儱儩 儽 儱

x− 儱 儽 1
1+x

x 儽 儱 儫 1
1+x

x 儽 儱 儫 1
1+(1+ 1

1+x )

同理可计算：

x 儽
√
儳

x2 儽 儳

x2 − 儱 儽 儲

儨x儫 儱儩儨x− 儱儩 儽 儲

x− 儱 儽 2
1+x

x 儽 儱 儫 2
1+x

x 儽 儱 儫 2
1+(1+ 2

1+x )

利用迭代，可以精确逼近无理数

儳



儴



x 儽 儱 儫
儱

儱 儫 x

儽 儱 儫
儱

儱 儫 Z
M

儽 儱 儫
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M 儫 Z

儽
M 儫 Z 儫M

M 儫 Z

儵



x 儽 儱 儫
儲

儱 儫 x

儽 儱 儫
儲

儱 儫 Z
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儽 儱 儫
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M 儫 Z

儽
M 儫 Z 儫 儲M

M 儫 Z

儶


