
张量起源

小圆滚滚

1 引言

看了乆乲乥乹乡 么乯乬乭乥乲《乗乨乹 乃乡乮丧乴 乙乯乵 乍乵乬乴乩买乬乹 乖乥乣乴乯乲乳丿》

重新梳理了一遍人类认知数字的历程。

从自然数，丰，丱，累加丱丮到加减乘除，到指数（开方）。从整数、分数（有理数）、实数（增加了无

理数）、复数（含有虚部）。

从大小（可比较）标量。到向量（含方向）。直到向量相乘。如何通过不到坐标轴的投影，而是到

双向量的面积投影，来满足单位基矢的长度的平方等于长度。基于在任意坐标系下长度不变、物理法

则不变。来完成对数学运算的定义。

向量，这个本身平移不变的特性，相加的特性，让其具备了分拆、组合、研究、计算、度量的能

力。而作为多维线性空间的拓展。张量也应运而生。

1.1 向量的历史

艾萨克·牛顿（义乳乡乡乣 乎乥乷乴乯乮）在丱丷世纪发展了经典力学，他最先使用有向线段来表示物理量如力

和速度的科学家之一，这可以看作是向量在物理学中的初步应用。

挪威测量学家威塞尔在丱丸世纪末期首次利用坐标平面上的点来表示复数，并利用具有几何意义的

复数运算来定义向量的运算，这是向量与复数几何表示的联系。

向量理论的产生和发展主要有三个来源：丱丹世纪，物理学中的速度和力的平行四边形法则、位置

几何、复数的几何表示。威廉·罗恩·哈密顿发展了四元数，这是现代向量系统发展的重要一步。向量空
间理论开始形成，与线性方程组和行列式、矩阵理论的发展密切相关。

1.2 测地线

为了研究非欧几何中近似线性空间的变换，我们一个局部一个局部的去拼凑测地线。从而可以认

知高维世界。反过来又重新定义了向量。

定义：测地线是三维物体表面上两点间的最短距离。在数学上，特别是在微分几何中，测地线可

以定义为在局部区域内两点之间连线最短的路径。这个概念是平面上直线概念在曲面上的推广。

最小作用量：在物理学中，特别是在广义相对论里，测地线描述了自由下落粒子在引力场中的运

动轨迹，这些轨迹是使得作用量最小的路径。

那么来利用张量的乘积，来反观向量线性变化的定义。就为输入对偶空间的余向量和线性空间的

向量，以及输出结果的类型创造了更深层次的刘理解。
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1.3 Freya Holmer

就像我们用泰勒展开式的线性主部来反观无穷小，用向量的乘法，双向量的投影来反观加减乘除

带来的指数增长求幂运算。这里我们用张量的定义反观向量。

2 映射

2.1 张量的定义

张量是多线性映射，可以看作是向量和余向量的多线性组合。一个丨r, s丩 型张量T 是一个映射，它

接受r 个余向量和s 个向量作为输入，并输出一个标量。

2.2 映射的定义

乱乵乡乮乴乩丌乥乲乳（量词）符号 为

• 丢∃丢（存在）乔乨乥乲乥 乥乸乩乳乴乳，总有

• 丢∀丢（意思是“对于所有的”或“对于每一个”。）乁乮乹，乆乯乲 乡乬乬，对任意

• 丢@丢（不存在）
• 丢∃両丢（存在唯一）

唯一结果论：设书是从集合乘到集合乙的映射，对乙的值域的所有元素（果）——像，都能在乘中找到

（因）——原像。

有两种可能性，

丱丮 乘定义域大于乙值域。而不可能值域大于定义域。

串丮 乙的一个结果可能由乘中的两个元素重复（而不是同时）造成，也就是说唯一结果并不代表唯

一原因。但是不会出现乘的一个元素对应产生乙的两个结果。

我们利用射覆这两个字，而不是古代射覆游戏的本意。我们将两只箭射到同一个点，后一支箭射

劈了前一支箭的情况做如下处理，我们假设所有的箭会化掉，最后只有一个命中点。对于所有击中点

（值域），都能找到射过来的那只箭（定义域）。而箭笼则是定义域。

2.2.1 满射

映射，即是满射。

对∀y ∈ Y总能找到至少一个x ∈ X满足ϕ丨x丩 丽 y

注意：ϕ是变换过程，ϕ丨x丩是变换结果。

2.2.2 单射

对∀x, x′ ∈ X满足x 6丽 x′ ⇒ ϕ丨x丩 6丽 ϕ丨x′丩

2.2.3 双射（一一映射/一一到上）

ϕ 为 x 7→ y构成了集合乘丬 乙之间的一一对应丮
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3 张量积的泛性质

对于数域P上的线性空间U, V 丬两者的张量积被定义为一个线性空间U ⊗ V以及一个双线性映射t 为

U × V → U ⊗ V 丬将u ∈ U, v ∈ V的像记作u⊗ v丬双线性即满足为

∀u, u′ ∈ U 主 v, v′ ∈ V 主 p ∈ P 
丨u丫 u′丩⊗ v 丽 u⊗ v 丫 u′ ⊗ v

u⊗ 丨v 丫 v′丩 丽 u⊗ v 丫 u⊗ v′

丨pu丩⊗ v 丽 u⊗ 丨pv丩 丽 p丨u⊗ v丩

并且U ⊗ V中的任意元素都可以表达为有限个形如u⊗ v的元素的线性组合丬 即 T ∈ U ⊗ V都可表达
为为

T 丽 c1u1 ⊗ v1 丫 · · ·丫 ckuk ⊗ vk
并且满足丬 u⊗ v 6丽 丰当且仅当u 6丽 丰且v 6丽 丰

这个张量积的构造也可以很容易地推广到多个线性空间的情况丮 后面介绍的一些张量积相关的结论

也将主要以两个空间的情况为例丬 并且不难推广到多个空间的情况丮

在数学人的表述中丬 这种构造通常用自由线性空间和商空间来描述丬 而张量积运算满足的上面那三

个等式就是被商掉的等价关系丮

与上面描述的这种构造直接相联系的丬 就是张量的泛性质丮

3.1 双线性性

如上一组数学表达式，描述了集合 U 和 V 之间的一个二元运算 ⊗ 的性质，以及这个运算与集合
P 中元素的相互作用。这些性质看起来像是定义了一个双线性映射或者张量积的性质。下面是对每个

表达式的解释：

丱丮 丨u 丫 u′丩 ⊗ v 丽 u ⊗ v 丫 u′ ⊗ v：这个表达式说明，当你对集合 U 中的两个元素 u 和 u′ 进行加

法运算，然后将结果与集合 V 中的元素 v 进行 ⊗ 运算时，这等同于分别将 u 和 u′ 与 v 进行 ⊗ 运算，
然后将这两个结果相加。这表明 ⊗ 运算在 U 的加法上是分配的。

串丮 u ⊗ 丨v 丫 v′丩 丽 u ⊗ v 丫 u ⊗ v′：这个表达式说明，当你对集合 V 中的两个元素 v 和 v′ 进行加

法运算，然后将 U 中的元素 u 与这个结果进行 ⊗ 运算时，这等同于分别将 u 与 v 和 v′ 进行 ⊗ 运算，
然后将这两个结果相加。这表明 ⊗ 运算在 V 的加法上也是分配的。

丳丮 丨pu丩⊗ v 丽 u⊗ 丨pv丩 丽 p丨u⊗ v丩：这个表达式说明，当你将集合 P 中的元素 p 与 U 中的元素 u

相乘，然后将结果与 V 中的元素 v 进行 ⊗ 运算时，这等同于将 u 与 v 进行 ⊗ 运算，然后将结果与 p

相乘。同样，这也适用于将 p 与 v 相乘，然后将 u 与这个结果进行 ⊗ 运算。这表明 ⊗ 运算在 P 的乘

法上是兼容的，并且 P 中的元素可以作为标量来缩放 ⊗ 运算的结果。
这些性质在数学的许多领域中都非常重要，特别是在线性代数和张量分析中。

3.2 双线性映射

以上的内容是对张量积的定义的进一步阐述。在数学中，特别是在线性代数和抽象代数领域，张

量积是一个重要的概念，它允许我们以一种结构化的方式组合两个向量空间。以下是内容的解释：

丱丮 个个线性空间个个 U 和 V：这些是定义在数域 P 上的向量空间。

串丮 个个张量积个个 U ⊗ V：这是一个新的线性空间，它是通过 U 和 V 的张量积构造出来的。
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丳丮 个个双线性映射个个 t 为 U × V → U ⊗ V：这是一个函数，它将 U 和 V 中的元素对映射到 U ⊗ V
中。这个映射是双线性的，意味着它在两个参数上都是线性的。

临丮 个个双线性性质个个：结合上面的表达式，我们可以知道这个双线性映射 t 满足以下性质： 中 加

法分配性：丨u 丫 u′丩 ⊗ v 丽 u ⊗ v 丫 u′ ⊗ v 和 u ⊗ 丨v 丫 v′丩 丽 u ⊗ v 丫 u ⊗ v′。 中 标量乘法兼容性：

丨pu丩⊗ v 丽 u⊗ 丨pv丩 丽 p丨u⊗ v丩。
这些性质确保了张量积 U ⊗ V 具有一种自然的、与 U 和 V 的结构相兼容的方式。张量积在数学

的许多领域中都有应用，包括物理学、工程学和计算机科学，特别是在处理多维数组和数据结构时。

3.3 为什么两个乘号不一样

在数学符号中，不同的乘号确实用来区分不同的概念或运算。在表达式 t 为 U × V → U ⊗ V 中，两
个乘号分别代表不同的含义：

丱丮 个个笛卡尔积（乃乡乲乴乥乳乩乡乮 乐乲乯乤乵乣乴）个个 ×：符号 × 用于表示两个集合 U 和 V 的笛卡尔积。笛卡

尔积是所有可能的有序对 丨u, v丩 的集合，其中 u 来自集合 U，v 来自集合 V。在数学中，这通常用于

定义函数的定义域，或者在讨论两个集合的元素组合时使用。

串丮 个个张量积（乔乥乮乳乯乲 乐乲乯乤乵乣乴）个个 ⊗：符号 ⊗ 用于表示两个向量空间 U 和 V 的张量积。张量积

是一种构造新向量空间的方法，它包含了 U 和 V 的所有元素，并且满足双线性映射的性质。张量积在

数学的许多领域中都有应用，尤其是在线性代数和抽象代数中。

在表达式 t 为 U × V → U ⊗ V 中，函数 t 将笛卡尔积中的元素（有序对）映射到张量积空间中的元

素。这种映射是双线性的，意味着它保持了加法和标量乘法的结构。通过这种方式，张量积 U ⊗ V 可
以被看作是 U 和 V 的一种“扩展”或“组合”，它允许我们以一种结构化的方式处理来自两个不同空

间的元素。

3.4 笛卡尔乘积有什么特点

在数学中，当我们提到两个集合 U 和 V 的笛卡尔乘积（乃乡乲乴乥乳乩乡乮 乐乲乯乤乵乣乴），我们指的是所有可

能的有序对 丨u, v丩的集合，其中 u是集合 U 的元素，而 v 是集合 V 的元素。笛卡尔乘积的特点包括：

丱丮 个个有序性个个：笛卡尔乘积中的元素是有序的。这意味着在有序对 丨u, v丩 中，u 和 v 的顺序是重

要的。例如，丨u, v丩 和 丨v, u丩 被认为是两个不同的元素，除非 u 丽 v。

串丮 个个所有可能的组合个个：笛卡尔乘积包括了第一个集合中的每个元素与第二个集合中的每个元素

的所有可能组合。

丳丮 个个元素的类型个个：笛卡尔乘积中的元素是有序对，它们是两个集合元素的组合，而不是单个元

素的乘积。

临丮 个个大小个个：如果集合 U 有 m 个元素，集合 V 有 n 个元素，那么它们的笛卡尔乘积 U × V 将
有 m× n 个元素。

丵丮 个个定义域个个：在函数的定义中，笛卡尔乘积常用于定义函数的定义域。例如，如果一个函数 f

从 U × V 映射到某个集合 W，那么 f 的定义域就是所有可能的有序对 丨u, v丩。

丶丮 个个关系和矩阵个个：在关系数据库和矩阵理论中，笛卡尔乘积的概念非常重要。在数据库中，它

用于生成所有可能的行对，而在矩阵中，它可以用于定义矩阵乘法的元素。

丷丮 个个几何解释个个：在几何学中，笛卡尔乘积可以被看作是两个集合的“网格”或“网状结构”，其

中每个点代表一个有序对。
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笛卡尔乘积是数学中一个基础的概念，它在多个领域中都有广泛的应用。在张量积的上下文中，笛

卡尔乘积用于构建张量积空间的基础，然后通过双线性映射 t 将这些有序对映射到张量积空间中的元

素。

3.5 商掉的等价关系

在数学中，特别是在线性代数和抽象代数领域，自由线性空间（乆乲乥乥 乌乩乮乥乡乲 乓买乡乣乥）和商空间

（乑乵乯乴乩乥乮乴 乓买乡乣乥）是构造新空间的两个重要概念。张量积的构造可以通过这两个概念来理解，下面

是对这句话的详细解释：

丱丮 个个自由线性空间个个：给定一个集合 S，自由线性空间是由 S 生成的所有可能的线性组合构成的

空间。这意味着空间中的任何元素都可以表示为 S 中元素的线性组合，且这些线性组合是唯一的。在

张量积的构造中，我们首先考虑由所有有序对 丨u, v丩 生成的自由线性空间，其中 u ∈ U 和 v ∈ V。
串丮 个个商空间个个：商空间是通过在某个线性空间上定义一个等价关系，并考虑这些等价类来构造的。

在张量积的构造中，我们定义了一个等价关系，这个关系将满足特定性质的元素视为等价。具体来说，

就是上面提到的三个等式所描述的性质。

丳丮 个个张量积运算满足的等式个个：这些等式描述了张量积的双线性性质，即： 中 丨u 丫 u′丩 ⊗ v 丽

u⊗ v 丫 u′ ⊗ v 中 u⊗ 丨v 丫 v′丩 丽 u⊗ v 丫 u⊗ v′ 中 丨pu丩⊗ v 丽 u⊗ 丨pv丩 丽 p丨u⊗ v丩
这些等式定义了在自由线性空间中哪些元素是等价的。例如，如果两个元素在进行加法或标量乘

法后得到相同的结果，那么它们在张量积空间中被认为是等价的。

临丮 个个被商掉的等价关系个个：在构造张量积空间时，我们通过定义等价关系来“商掉”或“消除”

自由线性空间中的某些元素。具体来说，就是将所有满足上述等式的元素视为等价，并在商空间中只

保留一个代表。这样，张量积空间 U ⊗ V 就成为了一个线性空间，其中的元素是原始自由线性空间中
元素的等价类。

通过这种方式，张量积空间 U ⊗ V 继承了 U 和 V 的线性结构，同时满足了双线性映射的性质。

这种构造方法在数学中非常常见，它允许我们以一种抽象和通用的方式处理线性结构。

3.6 张量积的元素表示

关于张量积 U ⊗ V 的性质的进一步描述。让我们来逐一解释这些性质：
丱丮 个个张量积的元素表示个个：张量积空间 U ⊗ V 中的任意元素 T 都可以表达为有限个形如 u⊗ v 的

元素的线性组合。这意味着 T 可以写成以下形式：

T 丽 c1u1 ⊗ v1 丫 c2u2 ⊗ v2 丫 · · ·丫 ckuk ⊗ vk

其中，ci 是标量，ui 是 U 中的元素，vi 是 V 中的元素，k 是一个有限的正整数。

串丮 个个非零条件个个：张量积 u⊗ v 不为零的充分必要条件是 u 和 v 都不为零。这意味着如果 u 或 v

中的任何一个为零，那么 u⊗ v 也将为零。这个性质是张量积的一个重要特征，它确保了张量积空间中
的元素与其构成元素的非零性之间有直接的联系。

这些性质是张量积空间的基本特征，它们确保了张量积空间能够以一种结构化的方式捕捉和表示

两个向量空间 U 和 V 的组合信息。通过这种方式，张量积空间 U ⊗ V 成为了一个能够反映 U 和 V

之间相互作用的新的空间。

为什么乔是一种加和的形式丿

在张量积 U ⊗ V 的上下文中，元素 T 被表达为加和的形式，这主要是由于以下几个原因：
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丱丮 个个线性空间的性质个个：张量积 U ⊗ V 本身是一个线性空间。在线性空间中，加法和标量乘法是
定义良好的运算，且这些运算满足线性空间的公理，包括加法的交换律、结合律，以及标量乘法对加

法的分配律等。

串丮 个个张量积的定义个个：张量积是通过双线性映射 t 为 U × V → U ⊗ V 定义的，这个映射将 U 和 V

中的元素对 丨u, v丩 映射到 U ⊗ V 中的元素 u⊗ v。双线性映射的性质意味着 u⊗ v 的构造是线性的，即
它满足加法和标量乘法的分配性。

丳丮 个个生成元的线性组合个个：张量积空间 U ⊗ V 可以由形如 u⊗ v 的元素生成。这意味着 U ⊗ V 中
的任何元素都可以表示为这些生成元的线性组合。这是线性空间的一个基本特性，即任何元素都可以

表示为一组基的线性组合。

临丮 个个自由线性空间的商个个：在构造张量积时，我们从一个自由线性空间开始，这个空间由所有可

能的 丨u, v丩 对生成。然后，我们通过定义等价关系（即双线性映射的三个等式）来构造商空间。在这个

过程中，等价类中的元素可以相加，形成新的等价类，这就是为什么 T 可以表示为加和的形式。

丵丮 个个张量积的普遍性质个个：张量积具有普遍性质，即对于任何双线性映射 B 为 U ×V →W 到另一

个向量空间 W，都存在唯一的线性映射 乾B 为 U ⊗ V →W 使得 B 丽 乾B ◦ t。这个性质保证了张量积的构
造与 U 和 V 的具体选择无关，而是由它们的线性结构决定。

因此，T 作为加和的形式，是张量积空间线性结构的直接结果，同时也是张量积定义和性质的体

现。

上面的◦代表什么运算丿

在数学中，符号 ◦ 通常用来表示函数的复合运算。当我们有两个函数 f 和 g，并且想要表示先应

用 g 然后应用 f 的操作时，我们会使用 f ◦ g 来表示这个复合函数。具体来说，如果 f 为 A → B 和

g 为 C → A，那么复合函数 f ◦ g 为 C → B 定义为：

丨f ◦ g丩丨x丩 丽 f丨g丨x丩丩

对于所有的 x 在 C 中。这意味着对于 C 中的任意元素 x，首先将 g 应用于 x，然后将 f 应用于

g丨x丩 的结果。

内容中，f 丽 乾f ◦ t 表示双线性映射 f 可以通过线性映射 乾f 与双线性映射 t 的复合来实现。也就是

说，对于 U × V 中的任意元素 丨u, v丩，先通过 t 映射到 U ⊗ V，然后再通过 乾f 映射到 Z，这与直接通

过 f 映射到 Z 是等价的。

张量积的泛性质确保了在同构意义下的唯一性。这个概念可以这样理解：

丱丮 个个泛性质的定义个个：对于任意两个向量空间 U 和 V，以及它们的张量积空间 U ⊗ V 和双线性
映射 t 为 U × V → U ⊗ V，泛性质表明，对于任意向量空间 Z 和任意双线性映射 f 为 U × V → Z，存在

唯一的线性映射 乾f 为 U ⊗ V → Z 使得 f 丽 乾f ◦ t。
串丮 个个同构意义下的唯一性个个：如果存在两个不同的张量积空间 U ⊗ V 和 U ′ ⊗ V ′，它们都满足泛

性质，那么根据泛性质，我们可以构造两个线性映射 ϕ 为 U ⊗V → U ′⊗V ′ 和 ψ 为 U ′⊗V ′ → U ⊗V，使
得它们互为逆映射。这是因为，对于 U ′ ⊗ V ′，我们可以将 t 视为 f，从而得到 ϕ，反之亦然得到 ψ。

丳丮 个个同构映射个个：如果两个结构之间存在一一对应的关系，并且这个关系保持了结构的特性，那

么这两个结构被称为同构的丨章节丱丱丩。在张量积的情况下，ϕ 和 ψ 作为逆映射，意味着它们都是双射

的，并且保持了线性结构，因此它们是同构映射。

临丮 个个结论个个：由于 ϕ 和 ψ 是同构映射，我们可以得出结论，尽管张量积空间 U ⊗ V 在构造上可
能有所不同，但它们在同构意义下是等价的。这意味着，不同的构造方法得到的张量积空间在结构上

是相同的，它们之间可以通过同构映射相互转换。
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因此，泛性质不仅定义了张量积，还保证了其在同构意义下的唯一性。这种唯一性是张量积理论

的一个基本特性，它确保了张量积空间的通用性和一致性。

4 定理

4.1 定理1：张量积的泛性质

对线性空间U, V 丬 其张量积空间U ⊗ V以及双线性映射t 为 U × V → U ⊗ V满足丬 对于任意一个线性

空间Z和双线性映射f 为 U ×V → Z丬 存在唯一的线性映射 乾f 为 U ⊗V → Z使得f 丽 乾f ◦ t丬 也就是下图交换为

并且丬 这个泛性质在同构的意义下唯一确定了U ⊗ V 丬 从而这个泛性质也可以直接作为张量积的定

义丮

泛性质也可以推广到多个线性空间的张量积丬 只要把双线性映射换成多线性映射就可以了丮

证明为

先来证明之前构造出的张量积空间满足这个泛性质丮

由定义丬 乾f需要满足的条件是f 丽 乾f ◦ t丬 也就是说为

乾f丨u⊗ v丩 丽 f丨u, v丩

由于u ⊗ v是对u, v双线性的丬 而 乾f是线性的丬 从而 乾f丨u ⊗ v丩是也对u, v双线性的丬 可知上面这个等式自

洽丮

而对于给定的f 丬 根据上面这个等式可以把线性映射 乾f唯一确定下来丮 实际上丬 根据 乾f的线性性可知丬

U ⊗ V中任意一般元素T 丽 c1u1 ⊗ v1 丫 · · ·丫 ckuk ⊗ vk的像都被唯一确定为为

乾f丨c1u1 ⊗ v1 丫 · · ·丫 ckuk ⊗ vk丩 丽 c1f丨u1, v1丩 丫 · · ·丫 ckf丨uk, vk丩

从而证明了 乾f唯一存在丮

接下来证明仅靠泛性质所确定的张量积在同构的意义下就是唯一的丮

其实这个唯一性对后面的内容没什么影响丬 这部分证明不想看跳过也可以丮

给定线性空间U, V 丬 假设有两个丢张量积丢空间U ⊗ V,U ⊗′ V都满足张量积的泛性质丬 那么考虑下图为
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t和t′这两个双线性映射都是已有的丬 根据泛性质我们知道存在唯一的线性映射f, g使得上下两个小

三角形交换丬 即f ◦ t 丽 t′, g ◦ t′ 丽 t丬 从而外面的大三角形交换丬 即g ◦ f ◦ t 丽 t丮

考虑大三角形丬 根据泛性质可以知道丬 存在唯一的h使得h ◦ t 丽 t丮显然单位映射乩乤满足h所需满足的

条件丬 而前面已经知道g ◦ f也满足条件丬 因此一定有g ◦ f 丽 乩乤丬 这样

f 为 U ⊗ V → U ⊗′ V 是同构映射丬 即 U ⊗ V 和 U ⊗′ V 是同构的丮

其实从更数学的角度来看丬 在范畴论的框架下丬 张量积的唯一性是由始对象的性质保证的丬 而上面这

个证明也就是把始对象的相关证明过程在这个特例上复述了一遍丮

在一些数学人的教材中丬 是先从泛性质引入张量丬 然后再引入构造性的定义丬 这样可能不够形象丬 不

过动机更清晰丮

不难看出丬张量积的泛性质的含义也可以这么解读为 当我们想要确定一个丈 为 U ⊗V → Z的线性映射

时丬 只要确定了形如u ⊗ v的元素在Z中的像之后丬 这整个映射丈也就唯一确定了丮 这个操作非常实用丬 在

本文后面的部分中也将会经常出现丮

关于张量积空间丬 有两个比较显然的性质还是需要提一下为

4.2 定理2：张量积空间的交换律

U, V是线性空间丬 那么有为

U ⊗ V 丽 V ⊗ U
证明为

很显然丬 只要按照如下方式构建U ⊗ V和V ⊗ U之间的同构为

I 为 U ⊗ V → V ⊗ U
I丨u⊗ v丩 丽 v ⊗ u
根据张量积的泛性质丬 不管从左到右还是从右到左都可以给出两个空间之间的线性映射丬 而且显然

从左到右和从右到左给出的映射是互逆的丬 可见这确实是同构丮

补充说明为 或许有人想到在张量中很多时候都有u⊗ v 6丽 v ⊗ u丬 看似和这个结论相冲突丬 但其实两者
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是没什么关系的丬 因为U ⊗ V 丽 V ⊗ U针对的是两两两个个个线线线性性性空空空间间间空空空间间间的的的同同同构构构丬 而u⊗ v 6丽 v ⊗ u针对的是同同同
一一一个个个空空空间间间的的的两两两个个个元元元素素素的的的比比比较较较丮而且丬 后者仅在形如V ⊗V这样两两两个个个相相相同同同空空空间间间的的的张张张量量量积积积才有意义丬显然跟这

个定理说的内容没有直接关系丮

4.3 定理3：张量积空间的结合律

U, V,W是线性空间丬 那么有为

丨U ⊗ V 丩⊗W 丽 U ⊗ 丨V ⊗W 丩 丽 U ⊗ V ⊗W
证明为

只要按照如下方式构建U ⊗ V ⊗W和丨U ⊗ V 丩⊗W之间的同构为

I 为 U ⊗ V ⊗W → 丨U ⊗ V 丩⊗W
I丨u⊗ v ⊗ w丩 丽 丨u⊗ v丩⊗ w
由张量积的泛性质丬 显然从左到右给出了一个线性映射丬 至于从右到左丬 可以这么理解为

对于任意一个线性空间Z丬 想确定一个f 为 丨U ⊗ V 丩 ⊗W → Z线性映射丬 只需要确定T ⊗ w在Z中的
像f丨T ⊗w丩就可以了丬其中T ∈ U ⊗V,w ∈W 丬而丨T,w丩 7→ f丨T ⊗w丩是双线性的丬固定了w之后对T就是线

性的丬 因此只要确定了T形如u⊗ v的情况下的像f丨丨u⊗ v丩⊗ w丩丬 就可以确定一般T对应的像f丨T ⊗ w丩丮这
样的话丬 只要确定丨u⊗ v丩⊗ w在映射f下在Z中的像丬 就确定了线性映射f 丮

从而从左到右和从右到左给出互逆的线性映射丬 可见这确实是同构丮

接下来考虑基矢为

4.4 定理4：有限维空间张量积空间的基矢

对于有限维线性空间U, V 丬 各取一组基{s1, · · · , sm} ⊂ U, {e1, · · · , en} ⊂ V 丬 那么

{sµ ⊗ eν |丱 6 µ 6 m, 丱 6 ν 6 n}
可以作为U ⊗ V的一组基矢丮 而且丬 从中不难得知U ⊗ V的维度为
乤乩乭U ⊗ V 丽 丨乤乩乭U丩丨乤乩乭V 丩

这个结论也不难推广到更多空间的张量积丮

证明为

首先我们知道每个T ∈ U ⊗ V都可以表示为有限个形如u⊗ v元素的线性组合丬 而每个u⊗ v又可以如
下展开为

u⊗ v 丽
(∑m

µ=1 u
µsµ

)
⊗ 丨
∑n

ν=1 v
νeν丩 丽

∑
µ,ν u

µvνsµ ⊗ eν
从而U ⊗ V的元素都可展开为sµ ⊗ eν的线性组合丮

接下来证明各个sµ ⊗ eν线性无关丮

丱丮 个个假设线性组合为零个个：首先，我们假设存在一组系数 T µν 使得这些系数与 sµ ⊗ eν 的线性组
合为零：∑

µ,ν

T µνsµ ⊗ eν 丽 丰

串丮 个个定义线性映射个个：接着，定义一个线性映射 τµν 为 U ⊗ V → P 为：

τµν丨u⊗ v丩 7→ uµvν

其中 丱 ≤ µ ≤ m 和 丱 ≤ ν ≤ n。这里 uµ 和 vν 分别是 u 和 v 在基 {sµ} 和 {eν} 下的分量。
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丳丮 个个双线性性质个个：由于映射 u 7→ uµ 和 v 7→ vν 都是线性的，因此 丨u, v丩 7→ uµvν 是双线性的。

这意味着 τµν 是一个双线性映射，因此定义是合理的。

临丮 个个应用线性映射个个：将线性映射 τµν 应用于原始的线性组合，我们得到：

丰 丽 τµν

(∑
µ′,ν′

T µ
′ν′sµ′ ⊗ eν′

)
丽
∑
µ′,ν′

T µ
′ν′τµν丨sµ′ ⊗ eν′丩

由于 τµν丨sµ′ ⊗ eν′丩 丽 δµµ′δ
ν
ν′（克罗内克ゴ函数，当指标相等时为丱，否则为丰），上式简化为：∑

µ′,ν′

T µ
′ν′δµµ′δ

ν
ν′ 丽 T µν

丵丮 个个得出结论个个：由于 T µν 丽 丰 对所有的 µ 和 ν 成立，这意味着原始的线性组合中的所有系数都

必须为零。因此，sµ ⊗ eν 是线性无关的。
这个证明展示了如何通过假设线性组合为零并应用双线性映射来证明张量积空间中基元素的线性

无关性。这是线性代数中一个常见的技巧，用于证明向量空间的基的线性无关性。

至于张量的泛性质的观点跟张量的多重线性函数观点之间的联系丬 就是下面这个定理为

4.5 定理5：对偶空间的张量积

对于有限维空间U, V 丬 它们的对偶空间为U∗, V ∗丬 记U × V到数域P的全体双线性映射丨函数丩构成的

线性空间为L丨U, V 主P 丩丬 其加法和数乘自然地由函数值的加法和乘法给出丬 那么有为

U∗ ⊗ V ∗ 丽 L丨U, V 主P 丩

当然如果考虑U ⊗ V的话丬 由于U∗∗ 丽 U, V ∗∗ 丽 V 丬 相应的关系自然就是

U ⊗ V 丽 L丨U∗, V ∗主P 丩

这个结论同样也不难推广到更多空间的张量积丮

证明为

考虑构造一个线性映射I 为 U∗ ⊗ V ∗ → L丨U, V 主P 丩丬 使得ω ⊗ ϕ ∈ U∗ ⊗ V ∗的像I丨ω ⊗ ϕ丩满足为

I丨ω ⊗ ϕ丩丨u, v丩 丽 ω丨u丩ϕ丨v丩

其中u ∈ U, v ∈ V 丮

接下来证明这个映射是同构丬 只要证明I把U∗ ⊗ V ∗的基矢映射为L丨U, V 主P 丩的基矢丮

我们已经知道丬 U∗ ⊗ V ∗的一组基是{s∗µ ⊗ e∗ν}丬 其中s∗µ, e∗ν分别是U∗, V ∗中的对偶基矢丮 我们需要

证明的是每个丈 ∈ L丨U, V 主P 丩都可以唯一地展开为I丨s∗µ ⊗ e∗ν丩的线性组合丮

其实丬 对于给定的丈 ∈ L丨U, V 主P 丩丬 我们只要定义一组数丈µν如下为

丈µν 丽 丈丨sµ, eν丩

那么就可以验证丬 丈可以展开为为

丈 丽
∑

µ,ν 丈µνI丨s
∗µ ⊗ e∗ν丩

∀u ∈ U, v ∈ V
左边为丈丨u, v丩 丽 丈

(∑m
µ=1 u

µsµ,
∑n

ν=1 v
νeν

)
丽
∑

µ,ν 丈丨sµ, eν丩u
µvν 丽

∑
µ,ν 丈µνu

µvν

右边为
(∑

µ,ν 丈µνI丨s
∗µ ⊗ e∗ν丩

)
丨u, v丩

丽
∑

µ,ν 丈µν s
∗µ丨u丩 e∗ν丨v丩 丽

∑
µ,ν 丈µνu

µvν

从而I丨s∗µ ⊗ e∗ν丩确实是U∗ ⊗ V ∗的一组基丬 因此映射I是同构丮

另外丬 从上面的关系中还可以衍生出一个结论为
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4.6 定理6：

对于有限维空间U, V 丬 有为

U∗ ⊗ V ∗ 丽 丨U ⊗ V 丩∗

证明为

刚才我们已经证明了U∗ ⊗ V ∗ 丽 L丨U, V 主P 丩丬 所以这里我们只需要证明L丨U, V 主P 丩 丽 丨U ⊗ V 丩∗就可

以了丮

由定义丬 L丨U, V 主P 丩里的元素是所有U × V → P的双线性映射丬

而丨U ⊗ V 丩∗的元素是所有U ⊗ V → P的线性映射丬

根据张量积的泛性质可知两者一一对应丬 并且不难验证两个空间之间的这个对应是线性的丬

因此L丨U, V 主P 丩 丽 丨U ⊗ V 丩∗

最后就是常见的丨k, l丩型张量的概念为

4.7 定理7：线性空间V上的(k, l)型张量:

线性空间V上丨k, l丩型张量空间被定义为k个V和l个V ∗的张量积空间丬 即：

TV 丨k, l丩 ≡ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
k

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
l

这里面的元素就被叫做丨k, l丩型张量丮

显然丬 矢量就是丨丱丬丰丩型张量丬 对偶矢量就是丨丰丬丱丩型张量丮

另外也要留意一下多重线性函数的观点为

在多重线性函数的观点下丬 张量就是这样一个带有k个上输入槽和l个下输入槽的丢机器丢为

T
(·, ... ,·)
(·, ... ,·) 为 V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸

k

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
l

→ P

上槽输入对偶矢量丬 下槽输入矢量丬 给出一个数丮

并且张量的分量可以表示为为

T µ1···µk
ν1···νl 丽 T

(e∗µ1 ,··· ,e∗µk )
(eν1 ,··· ,eνl )

由张量积空间的交换律和结合律容易得知丬 一个丨k, l丩型张量和一个丨m,n丩型张量进行张量积就可以

得到一个丨k 丫m, l 丫 n丩型张量丬 并且由定理丶丨临丮丶丩易得

TV 丨k, l丩∗ 丽 TV 丨l, k丩
不难验证丬 一个线性空间上各种型号张量的张量积运算在形式上满足结合律丮

5 (k, l)型张量的抽象指标与缩并运算

5.1 抽象指标

在有关丨k, l丩型张量的计算中丬 有一个细节丬 那就是张量积运算在形式上不满足交换律为

比如说丬 以V ⊗ V中的元素为例丨即丨串丬丰丩型张量丩丬

对于v, w ∈ V 丬 在一般情况下v ⊗ w 6丽 w ⊗ v丬
这是因为丬 在张量积映射V × V → V ⊗ V中丬 两者分别对应丨v, w丩 7→ v⊗w和丨w, v丩 7→ w⊗ v丬 说的不

是一回事丬

本质上丬 这也就是需要区分清楚张量积u⊗ v中的u和v分别来自于哪个V 丮

在目前的记号下丬 我们不得不通过张量积的不同丢前后顺序丢来区分它们丮

但其实丬 我们还可以换一种做法为
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考虑将V和V ∗的多份复制用不同的字母标号区分丬 用带上标形如V a, V b · · ·表示V的复制丬 而带下标

如Vc, Vd · · ·表示V ∗的复制丬 将它们视作不不不同同同的的的空空空间间间丬

并且来自这些带字母标号的矢量与对偶矢量也要带上相应的字母标号为

ua, va, · · · ∈ V a主 ub, vb, · · · ∈ V b

ϕc, ωc, · · · ∈ Vc主 ϕd, ωd, · · · ∈ Vd
然后从中选取带有不同字母标号的空间来构建张量空间丬

比如说丨串丬 丰丩型张量空间可以被构造为V a ⊗ V b丬

而里面形如v ⊗ w的元素也带上相应的字母标号丬 写成vawb丮

这个时候就可以用字母标号来区分张量积vawb中的v和w来自于哪个V（V a或者V b）丬 对应关系如

下为

V ⊗ V  V a ⊗ V b

v ⊗ w  vawb

w ⊗ v  wavb

由于用字母标号做了区分丬 我们可以令vawb 丽 wbva而不产生歧义丬 也就是说张量积运算可以带着字

母标号交换顺序丬 而原先张量积的不可交换性体现为vawb 6丽 wavb丮

由于在书写上不必用前后顺序强调张量积的不可交换性丬 张量积符号⊗在习惯上可以省去不写丮

而更一般的元素T ∈ V a ⊗ V b也会很自然地带有字母标号为

T ab 丽 c1丨u1丩
a丨v1丩

b 丫 · · ·丫 ck丨uk丩
a丨vk丩

b

一般张量的张量积运算也很简单丬 只要直接丢相乘丢就可以了为

M ⊗ v  Ma
bv
c

并且形式上遵从结合律丬 同样省略张量积符号丮

这些字母标号就叫抽抽抽象象象指指指标标标丮

注意到丬 一个张量所带有的抽象指标正是对应于所有那些参与张量积的空间所带有的指标丬 可以说丬

张张张量量量的的的抽抽抽象象象指指指标标标本本本质质质上上上代代代表表表了了了它它它所所所在在在的的的张张张量量量空空空间间间, 或或或者者者更更更具具具体体体地地地, 构构构成成成此此此空空空间间间的的的那那那些些些(带带带指指指标标标的的的)空空空间间间.

（T abc的a, b, c分别代表V
a ⊗ V b ⊗ Vc中的V a, V b, Vc）

从张量的抽象指标数量可以一眼看出张量的型号丬 丨k, l丩型张量就有k个上指标和l个下指标丮

顺便一提丬 抽象指标记号下张量积空间的写法也可以简化为

有了抽象指标丬 线性空间之间张量积的符号也可以省去丬 比如V a ⊗ V b ⊗ Vc可以简写成V aV bVc或者

还可以再进一步简化丬 写成为 V ab
c 丮

虽然抽象指标字母可以任意选丬 但在书写时丬 我们要注意指标平衡为

比如丬 我们可以写pva 丫 ua 丽 wa, pvb 丫 ub 丽 wb丬 但不可以写pva 丫 ub 丽 wa丮

这本质上是因为要保证在考虑到抽象指标的意义下丬 相加减的以及等号两边的张量处于同一个空间

中丬 而一开始选取不同的抽象指标字母本质上就是选取了不同的空间丮

矢量丬 对偶矢量以及张量在基矢下的展开式 丨如T 丽
∑

µ,ν,ρ T
µν
ρeµ ⊗ eν ⊗ e∗ρ现在写成为

va 丽
∑
µ

vµ丨eµ丩
a, ϕa 丽

∑
µ

ϕµ丨e
µ丩a

T abc 丽
∑
µ,ν,ρ

T µνρ丨eµ丩
a丨eν丩

b丨eρ丩c

由于丨eµ丩a的下标a已经表明它是对偶基矢丬 原先e∗µ的∗就可以省去不写了丮

在书写习惯上丬 张量的抽象指标的位置和分量上表示分量编号的指标位置应当相互对应丬 正如上面

三个式子那样丮
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抽象指标和表示分量编号的指标位置虽然相同丬 但前者的字母并不像后者的字母那样表示具体的

数丬 而是类似于~v上面的→丬 这就是为什么这些英英英文文文字字字母母母标标标号号号叫做丢抽象指标丢主 相应地丬 分量上那些表示

具体数的希希希腊腊腊字字字母母母指指指标标标就叫丢具体指标丢丮

其实丬 我们还可以考虑类似
∑

ν,ρ T
µν
ρeν ⊗ e∗ρ这种东西丬 这可以写成一种抽象指标和具体指标混合

的表达式为

T µbc ≡
∑
ν,ρ

T µνρ 丨eν丩
b丨eρ丩c

这个T µbc还满足为

T abc 丽
∑
µ

T µbc丨eµ丩
a

一方面丬 这个表达式介于完整的张量和纯粹的分量之间丬 另一方面丬 这个表达式也可以看成是一系列

的丨丱, 丱丩张量构成的丢数组丢丮

另外丬 关于抽象指标的位置丬 还有一些必须要注意的书写规范为

习惯上来讲丬 我们会把把把上上上下下下指指指标标标错错错开开开来来来写写写丬 写成T abc

而不是T abc 丬 因而我们可以谈及 (从从从左左左到到到右右右的的的)第第第n个个个指指指标标标是是是上上上标标标还还还是是是下下下标标标丬 这样写的话在之后涉及

到度规升降指标的时候就不会出现混乱丮

当然丬 在定义张量时丬 你把指标的位置写成Sab
c分量相应写作Sµν

ρ这样也是没问题的丮 要注意的是丬

为了避免歧义丬 一一一个个个张张张量量量一一一旦旦旦定定定义义义好好好了了了之之之后后后, 指指指标标标的的的位位位置置置就就就固固固定定定了了了, 你你你不不不能能能把把把同同同一一一个个个张张张量量量一一一会会会儿儿儿写写写

成成成T abc一一一会会会儿儿儿写写写成成成T
a
b
c.

不过丬 在同一个空间中可以去考虑类似于T abc和T
ba
c这样的形式丬 但两者之间一般不能划等号丬 这其

实代表一种运算丬 接下来会讲到丮

接下来就展示一种运算为

5.2 “交换指标”运算:

考虑丨k, l丩型张量丬 其中k > 串丬 我们定义一个TV 丨k, l丩→ TV 丨k, l丩的映射丬 使得为

v ⊗ w ⊗ · · · 7→ w ⊗ v ⊗ · · ·
其中v, w ∈ V 丮

根据张量积的泛性质丬 这唯一给出了TV 丨k, l丩→ TV 丨k, l丩的一个线性映射丮

注意到在抽象指标记号下丬 上面这个式子写成为

vawb · · · 7→ wavb · · · 丽 vbwa · · ·
也就是交换了来自V a和V b的矢量丮 对更一般的元素来说丬 这个操作就可以很自然地写成为

T ab······ 7→ T ba······

这也就明确了交换抽象指标的含义丮

当然丬 除了交换前两个指标以外丬 还可以交换任意选定的两个上指标丬 或者两个下指标丨但是不能交

换一个上指标和一个下指标丬 因为原空间和对偶空间不是同一种空间丩丮 可以看出丬 在抽象指标记号下可

以很方便地分别表达出这些运算丮

其实丬 在很多地方都涉及到的张量的对称性丯反对称性定义以及对称化丯反对称化操作丬 正是以这

种丢指标交换丢为基础的丮

在后面我们也会看到丬 对一个张量进行一个线性操作的时候丬 针对各个抽象指标进行的操作某种程

度上代表了在利用泛性质定义线性映射时丬 对形如v ⊗ w ⊗ · · ·这样元素中的这些矢量进行的操作丮
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5.3 缩并运算:

对于丨k, l丩型张量丨k, l > 丱丩丬 我们可以基于张量积的泛性质定义张量的丨i, j丩缩并运算为为

Cij 为 TV 丨k, l丩→ TV 丨k − 丱, l − 丱丩

Cij丨v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕl丩 丽 ϕj丨vi丩 v1 ⊗ · · · ⊗ vi−1 ⊗ vi+1 · · · ⊗ ϕj−1 ⊗ ϕj+1 · · · ⊗ ϕl
这个缩并针对的是第i个原矢量空间V和第j个对偶空间V ∗丮

在抽象指标下丬 我们以相同字母的指标表示对偶矢量跟矢量的作用丬 规定为

ϕav
a ≡ ϕ丨v丩

以丨串丬丱丩型张量的一个缩并运算为例丬 抽象指标记号下缩并运算的定义式写为为

C1
1 为 vawbϕc 7→ 丨vaϕa丩w

b 丽 vawbϕa

这样丬 一般丨串丬丱丩型张量T abc的缩并就记为为

T abc 7→ T aba

也就是说丬 抽抽抽象象象指指指标标标的的的上上上下下下一一一对对对字字字母母母重重重复复复表表表示示示缩缩缩并并并丬 并且根据重复的是哪一对指标丬 就可以很方便

地指定缩并针对的是哪两个空间丮

当然丬 同在上或同在下的指标字母重复丬 或者出现三个指标字母重复的写法是不合法的丮

值得注意的是丬 T abc是V
aV bVc中的元素丬 而缩并之后得到的T aba是V

b中的元素丬

缩并之后字母a已经不对应任何实际的空间了丬 或者说T aba只有b个有效的指标 丨更直观来看丬

vawbϕa中关于a的部分已经全部变成纯粹的数丩丬 因此缩并的一对的指标被称为哑哑哑指指指标标标丮

我们来考虑张量缩并运算的分量表达式为

以T abc 丽
∑

µ,ν,ρ T
µν
ρ丨eµ丩

a丨eν丩
b丨eρ丩c为例丬 缩并之后变成为

T aba 丽
∑

µ,ν,ρ T
µν
ρ丨eµ丩

a丨eν丩
b丨eρ丩a

丽
∑

µ,ν,ρ T
µν
ρδ
ρ
µ丨eν丩

b 丽
∑

ν

(∑
µ T

µν
µ

)
丨eν丩

b

其实等式的最右边按指标混合的写法也可以写成
∑

µ T
µb
µ

这样丬 T aba的分量就是
∑

µ T
µν
µ丮

也就是说丬 一个张量缩并一对抽象指标丬 其分量就是对相应的那对具体指标取相同值进行全范围求

和丮

关于缩并运算丬 还有两个比较基础的例子为

5.3.1 例1

考虑张量的多重线性映射观点为

以丨串丬丱丩型张量T为例丬 输入矢量u ∈ V以及对偶矢量ϕ, ω ∈ V ∗就可以给出一个数为T
(ϕ,ω)
(u)

注意到丬 我们可以固定ϕ, ω, u不变丬

这样T 7→ T
(ϕ,ω)
(v) 就给出一个从TV 丨串, 丱丩到P的线性映射丬 由ϕ, ω, v所决定丮

根据之前定理丵丨临丮丵丩的证明过程丬 我们知道丬 形如v⊗w⊗ θ的这种张量所对应的多重线性函数被确定
为 为

丨v ⊗ w ⊗ θ丩(ϕ,ω)
(u) 丽 v丨ϕ丩 · w丨ω丩 · θ丨u丩

丽 丨vaϕa丩丨w
bωb丩丨θcu

c丩 丽 丨vawbθc丩ϕaωbu
c

也就是说丬 刚才提到的这个TV 丨串, 丱丩→ P的线性映射满足为

vawbθc 7→ 丨vawbθc丩ϕaωbu
c

由张量积泛性质可知丬 对一般的张量来说这就是为

T abc 7→ T abcϕaωbu
c

即
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T
(ϕ,ω)
(u) 丽 T abcϕaωbu

c

这样就得到了一个结论为 张量作为多重线性映射作用于矢量对偶矢量就是先张量积再缩并丬 简称丢作

用即缩并丢丮

另外丬 同样以丨串丬丱丩型张量为例丬 之前提到的多重线性映射观点下有关张量分量的关系式

T µνρ 丽 T
(e∗µ,e∗ν)
(eρ)

可以改写为为

T µνρ 丽 T abc丨e
µ丩a丨e

ν丩b丨eρ丩
c

顺便一提丬 在此基础上丬 一般张量的张量积在多重线性映射观点下的表述也很容易得到为

以张量积Ma
bv
c为例丬 其作用在矢量与对偶矢量的结果为为

丨Ma
bv
c丩ϕau

bωc 丽
(
Ma

bϕau
b
)
丨vcωc丩

也就是说为丨M ⊗ v丩(ϕ,ω)
(u) 丽M

(ϕ)
(u) v

(ω)

即在多重线性函数表述中丬 两张量的张量积体现为两多重线性函数的函数值直接相乘丬

或者同样不难写出一般丨k, l丩型张量T和丨m,n丩型张量S张量积的情况为

丨T ⊗ S丩(ϕ
1,··· ,ϕk,ϕk+1,··· ,ϕk+m)

(v1,··· ,vl,vl+1,··· ,vl+n) ≡ T (ϕ1,··· ,ϕk)
(v1,··· ,vl) S

(ϕk+1,··· ,ϕk+m)
(vl+1,··· ,vl+n)

在以多重线性映射定义张量的场合下丬 常常都用这种方式定义张量积丬 而我们这里其实就是说明了

张量积两种定义的等价性丮

5.3.2 例2

我们来考虑一下所谓张量的退化丨柯里化乃乵乲乲乹乩乮乧丩为

同样考虑张量的多重线性函数观点丬 以丨串丬 丳丩型张量T
(·,·)
(·,·,·)为例丬 不过只输入两个矢量u, v ∈ V，

得到T
(·,·)
(u,v,·)丮

容易看出丬 T
(·,·)
(u,v,·) 为 V

∗ × V ∗ × V → P 丬 这样原先的丨串丬 丳丩型张量就退化为一个丨串丬 丱丩型张量丮

在抽象指标的写法下丬 上式也就是为 T abcdeu
cvd丮

其实刚才这个操作也可以不借助多重线性映射函数观点来表述为

考虑丨串丬 丱丩型张量T ∈ TV 丨串, 丱丩
给定一个对偶矢量ω丬 按照如下方式规定一个TV 丨串, 丱丩→ TV 丨丱, 丱丩的线性映射丬 使得为

u⊗ v ⊗ ϕ 7→ u丨ω丩 v ⊗ ϕ
其中u, v ∈ V, ϕ ∈ V ∗

用抽象指标表述的话丬 就是为uavbϕc 7→ 丨uaωa丩v
bϕc 丽 丨uavbϕc丩ωa

对于一般的丨串丬 丱丩型张量T 丬 这个操作就是为

T abc 7→ T abcωa

这样确实给出了张量的退化操作丮

另外还有如下的例子为

现在考虑丨丱丬 丱丩型张量Ma
b丬 作用于一个矢量v ∈ V 丬

得到Ma
bv
b丬 退化为一个矢量丬 因此M ∈ TV 丨丱, 丱丩也可看作V → V的线性映射丮

类似地丬 M作用在对偶矢量ϕ ∈ V ∗丬 得到ϕaMa
b丬 退化为一个对偶矢量丬 这样M ∈ TV 丨丱, 丱丩还可以看

作一个V ∗ → V ∗的线性映射丮

还有丬 丨串丬 丰丩型张量T ab也可作为V ∗ → V的线性映射为va 丽 T abϕb丮

可见丬 一个张量可以被视作不同的映射丬 这种把同一个张量看作不同映射的观点我们称之为张量面

面观丮
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顺便一提丬 前面提到过的那种抽象指标和具体指标混合的表达式

T µbc 丽
∑

ν,ρ T
µν
ρ 丨eν丩

b丨eρ丩c

其实也就是对一个张量输入一些基矢和对偶基矢进行退化的结果为

T µbc 丽 T abc丨e
µ丩a

在这之后往下承接正传上篇中的串丮丳小节开始往后的部分丬 将会介绍爱因斯坦求和等内容丮

6 更普遍的张量

在这部分丬 我们要把丱丮串介绍的抽象指标以及缩并这套东西推广到更一般的不同线性空间的张量积

空间的情形丮

首先来看不涉及缩并的抽象指标丮 之前讲到的抽象指标可以直接沿用过来丬 不过为了便于区分丬 我

们可以对不同种类的空间使用不同类型的抽象指标丬

例如对空间V, V ∗使用小写字母a, b, · · · 对空间U,U∗使用大写字母A,B, · · · 为
va, · · · ∈ V a主 ϕb, · · · ∈ Vb
uA, · · · ∈ UA主 ωB, · · · ∈ UB
要是还有更多空间的话怎么办丿 那就

a, a′, a′′, 乞a, 乾a, 世a, · · ·
这种情况下的基矢展开也不难写出为

比如空间 U ⊗ V ⊗ V ∗的基矢为sΣ ⊗ eµ ⊗ e∗ν 丬
其中sΣ是U中的第丆个基矢丬 而eµ, e

∗ν是V和V ∗中的基矢主

这里面一个张量TAab的基矢展开就是T
Aa

b 丽 TΣµ
ν 丨sΣ丩

A丨eµ丩
a丨eν丩b丬

其中TΣµ
ν是T

Aa
b的分量丬 而A, a, b都是抽象指标丮

再来说缩并丮 当参与张量积的一系列空间包含了某个线性空间V及其对偶空间V ∗时丬 相应的张量积

空间上可以定义缩并运算丮

6.1 定义：更一般的缩并运算:

考虑一个形如V ⊗ V ∗ ⊗W ⊗ · · ·的张量积空间丬 在这上面可以定义一个缩并运算为

C 为 V ⊗ V ∗ ⊗W ⊗ · · · →W ⊗ · · ·
v ⊗ ϕ⊗ w ⊗ · · · 7→ ϕ丨v丩 w ⊗ · · ·
这里把被缩并的一对空间写在最前面只是为了书写方便丬 实际上并不是必要的丮

缩并运算在抽象指标下的表述也可以直接把前面的规则沿用过来为

比如说考虑UA ⊗ V a ⊗ Vb中的一个张量TAab丬 可以针对V a和Vb进行缩并丬 也就是对后面两个指标缩

并为

TAab 7→ uA 丽 TAaa

其分量也就是TΣµ
µ，也就是对后两个指标进行求和丮

这里不难注意到丬 跟之前一个线性空间V上的丨k, l丩型张量相比丬 现在的缩并规则有所增加丬 就是只只只有有有

代代代表表表同同同种种种空空空间间间(如如如V与与与V ∗)的的的一一一对对对上上上下下下指指指标标标才才才可可可以以以缩缩缩并并并.

比如 TAab ∈ UA ⊗ V a ⊗ Vb丬 可以缩并后两个指标得到TAaa 但是第丱个指标不能跟最右边的下标缩

并丬

这也可以看出用不同种指标来区分不同种空间的好处丬 因为此时缩并规则体现为为 只有同种字母符

号的上下指标可以缩并丮
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7 矢量为什么是（1，0）型张量

矢量被称为（丱，丰）型张量，是因为在张量的分类中，矢量作为一阶张量，具有一个方向和一个大

小。在张量理论中，张量的类型由两个数字来标识，这两个数字分别代表协变和逆变张量的秩。对于

矢量来说，它是一个一阶张量，可以是协变矢量（记作（丱，丰）型）或逆变矢量（记作（丰，丱）型）。

具体来说，协变矢量（丱，丰）型张量意味着它有一个逆变指标，没有协变指标。在坐标变换下，协

变矢量的分量会按照逆变法则进行变换，这与点的坐标变换规律相同。因此，矢量在张量表示中被称

为（丱，丰）型张量，这反映了它的逆变性质和一阶的特性。

7.1 具体举例逆变法则进行变换

逆变法则进行变换是指在坐标系变换下，矢量的分量按照与坐标系变换相反的方式进行变换。具

体来说，如果坐标系从 xi 变换到 x′i，那么矢量 V i 的分量将按照以下方式变换：

V ′i 丽
∂x′i

∂xj
V j

这里，∂x′i

∂xj
是坐标变换的雅可比矩阵的元素，表示新坐标 x′i 对旧坐标 xj 的偏导数。

举个具体的例子，假设我们有一个二维空间中的矢量 V，在旧坐标系 x, y 中的分量为 V x 和 V y。

现在我们变换到一个新的坐标系 x′, y′，其中 x′ 丽 x丫 y 和 y′ 丽 x− y。
首先，我们需要计算雅可比矩阵：

∂x′

∂x
丽 丱,

∂x′

∂y
丽 丱,

∂y′

∂x
丽 丱,

∂y′

∂y
丽 −丱

所以雅可比矩阵为：

J 丽

(
丱 丱

丱 −丱

)

然后，我们使用逆变法则来变换矢量的分量：

V ′x 丽
∂x′

∂x
V x 丫

∂x′

∂y
V y 丽 V x 丫 V y

V ′y 丽
∂y′

∂x
V x 丫

∂y′

∂y
V y 丽 V x − V y

因此，在新坐标系 x′, y′ 中，矢量 V 的分量为 V ′x 丽 V x 丫 V y 和 V ′y 丽 V x − V y。

这个例子展示了矢量分量在坐标系变换下的逆变性质，即矢量的分量按照与坐标系变换相反的方

式进行变换。

7.2 对比协变换法则举例

协变换法则与逆变换法则相反，它描述了在坐标系变换下，协变矢量（或称余矢量）的分量如何变

换。协变矢量的分量按照与坐标系变换相同的方式进行变换。具体来说，如果坐标系从 xi 变换到 x′i，

那么协变矢量 Vi 的分量将按照以下方式变换：
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V ′i 丽
∂xj

∂x′i
Vj

这里， ∂xj

∂x′i
是坐标变换的雅可比矩阵的逆矩阵的元素，表示旧坐标 xj 对新坐标 x′i 的偏导数。

继续使用之前的例子，我们有一个二维空间中的协变矢量 V，在旧坐标系 x, y 中的分量为 Vx 和

Vy。现在我们变换到一个新的坐标系 x′, y′，其中 x′ 丽 x丫 y 和 y′ 丽 x− y。
首先，我们需要计算雅可比矩阵的逆矩阵。之前的雅可比矩阵为：

J 丽

(
丱 丱

丱 −丱

)

雅可比矩阵的逆矩阵为：

J−1 丽
丱

乤乥乴丨J丩

(
−丱 −丱
−丱 丱

)
丽

丱

−串

(
−丱 −丱
−丱 丱

)
丽

(
1
2

1
2

1
2
− 1

2

)

所以，我们有：

∂x

∂x′
丽

丱

串
,

∂x

∂y′
丽

丱

串
,

∂y

∂x′
丽

丱

串
,

∂y

∂y′
丽 −丱

串

然后，我们使用协变换法则来变换协变矢量的分量：

V ′x′ 丽
∂x

∂x′
Vx 丫

∂y

∂x′
Vy 丽

丱

串
Vx 丫

丱

串
Vy

V ′y′ 丽
∂x

∂y′
Vx 丫

∂y

∂y′
Vy 丽

丱

串
Vx −

丱

串
Vy

因此，在新坐标系 x′, y′ 中，协变矢量 V 的分量为 V ′x′ 丽
1
2
Vx 丫

1
2
Vy 和 V ′y′ 丽

1
2
Vx − 1

2
Vy。

这个例子展示了协变矢量分量在坐标系变换下的协变换性质，即协变矢量的分量按照与坐标系变

换相同的方式进行变换。

8 线性变换为什么是（1，1）型张量

线性变换是（丱，丱）型张量，是因为它同时具有一个逆变指标和一个协变指标。在张量理论中，一

个（丱，丱）型张量可以表示为一个矩阵，它能够将一个矢量（一阶逆变张量）映射到另一个矢量。

具体来说，一个线性变换 T 可以表示为一个矩阵 T ij，其中上标 i 表示逆变指标，下标 j 表示协变

指标。这个矩阵可以作用于一个矢量 V j，得到另一个矢量 W i，即：

W i 丽 T ijV
j

这里，T ij 的上标 i 表示结果矢量的分量，下标 j 表示输入矢量的分量。这种表示方式反映了线性

变换的逆变和协变性质，因此线性变换是一个（丱，丱）型张量。
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在坐标系变换下，线性变换的矩阵 T ij 会按照以下方式变换：

T ′ij 丽
∂x′i

∂xk
T kl

∂xl

∂x′j

这里， ∂x′i

∂xk
和 ∂xl

∂x′j
分别是坐标变换的雅可比矩阵及其逆矩阵的元素。这种变换方式保持了线性变

换的矩阵形式，同时也反映了（丱，丱）型张量的性质。

因此，线性变换是（丱，丱）型张量，这反映了它同时具有逆变和协变的性质，以及它在坐标系变换

下的变换规律。

8.1 举例演示

让我们通过一个具体的例子来演示线性变换作为（丱，丱）型张量的变换。

和W中的矢量相反丬 我们人为规定对偶矢量分量的编号用下指标表示丬 对偶基矢的编号用上上上指指指标标标表

示丮

假设我们有一个二维空间中的线性变换，它将一个二维矢量 V 丽 丨V 1, V 2丩 映射到另一个二维矢量

W 丽 丨W 1,W 2丩。这个线性变换可以由一个 串乸串 矩阵 T 表示：

T 丽

(
a b

c d

)

其中，a, b, c, 和 d 是变换矩阵的元素。这个矩阵 T 就是一个（丱，丱）型张量，因为它有一个逆变

指标和一个协变指标。

现在，我们要将矢量 V 通过这个线性变换 T 映射到 W：

W 1 丽 aV 1 丫 bV 2

W 2 丽 cV 1 丫 dV 2

这可以写成矩阵形式：

(
W 1

W 2

)
丽

(
a b

c d

)(
V 1

V 2

)

现在，假设我们要将坐标系从 丨x, y丩 变换到 丨x′, y′丩，其中 x′ 丽 x丫 y 和 y′ 丽 x− y。我们需要计算
新坐标系下的线性变换矩阵 T ′。

首先，我们计算雅可比矩阵 J 和它的逆 J−1：

J 丽

(
丱 丱

丱 −丱

)

J−1 丽
丱

串

(
丱 丱

丱 −丱

)
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然后，我们使用张量的变换法则来计算 T ′：

T ′ 丽 J−1TJ

将 J 丬 J−1丬 和 T 代入上面的公式：

T ′ 丽
丱

串

(
丱 丱

丱 −丱

)(
a b

c d

)(
丱 丱

丱 −丱

)

我们先计算中间的矩阵乘积：

(
a b

c d

)(
丱 丱

丱 −丱

)
丽

(
a丫 b a− b
c丫 d c− d

)

然后计算最终的 T ′：

T ′ 丽
丱

串

(
丱 丱

丱 −丱

)(
a丫 b a− b
c丫 d c− d

)
丽

丱

串

(
丨a丫 b丩 丫 丨c丫 d丩 丨a− b丩− 丨c− d丩
丨a丫 b丩− 丨c丫 d丩 丨a− b丩 丫 丨c− d丩

)

T ′ 丽

(
a+b+c+d

2
a−b−c+d

2
a+b−c−d

2
a−b+c−d

2

)

这就是新坐标系下的线性变换矩阵 T ′，它仍然是一个（丱，丱）型张量，因为它有一个逆变指标和

一个协变指标，并且它通过矩阵乘法的方式变换了矢量 V。

9 雅克比矩阵为什么使用偏导数

雅可比矩阵使用偏导数是因为它描述了多变量函数在某一点的局部线性近似。具体来说，雅可比

矩阵的元素是函数的偏导数，这些偏导数表示函数在每个变量方向上的变化率。

假设我们有一个从 Rn 到 Rm 的多变量函数 f 为 Rn → Rm，可以表示为：

f丨x1, x2, . . . , xn丩 丽 丨f1丨x1, x2, . . . , xn丩, f2丨x1, x2, . . . , xn丩, . . . , fm丨x1, x2, . . . , xn丩丩

雅可比矩阵 J 是一个 m× n 的矩阵，其元素为：

Jij 丽
∂fi
∂xj

这里， ∂fi
∂xj
表示函数 fi 对变量 xj 的偏导数，即 fi 在 xj 方向上的变化率。

雅可比矩阵的几何意义是，它描述了函数 f 在某一点的局部线性变换。当我们将 f 在某一点 x 附

近进行线性近似时，雅可比矩阵 J 就是这个线性变换的矩阵表示。这个线性变换可以将 Rn 中的微小
向量 丁x 映射到 Rm 中的微小向量 丁f，即：
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丁f ≈ J丁x

因此，雅可比矩阵使用偏导数来描述函数在每个变量方向上的变化率，从而提供了函数在某一点

的局部线性近似。

在坐标变换中，雅可比矩阵的元素是新坐标对旧坐标的偏导数，这反映了新坐标系和旧坐标系之

间的局部线性关系。这种关系在张量的变换法则中非常重要，因为它确保了张量在不同坐标系下的表

示是一致的。

10 张量的变换法则都是矩阵乘法的从右到左吗？比如（k，l）型就是

先l个矩阵相乘再k个对偶矩阵相乘？

张量的变换法则确实涉及矩阵乘法，但具体操作取决于张量的类型（即它的协变和逆变指标）。对

于一个（乫，乬）型张量，它的变换涉及到乫个逆变指标和乬个协变指标。在坐标变换下，每个逆变指标和

协变指标都需要按照相应的法则进行变换。

具体来说，对于一个（乫，乬）型张量 T i1i2...ikj1j2...jl
，在坐标变换 xi → x′i 下，它的变换法则为：

T
′i′1i
′
2...i

′
k

j′1j
′
2...j

′
l
丽
∂x′i

′
1

∂xi1
∂x′i

′
2

∂xi2
. . .

∂x′i
′
k

∂xik
∂xj1

∂x′j
′
1

∂xj2

∂x′j
′
2
. . .

∂xjl

∂x′j
′
l

T i1i2...ikj1j2...jl

这里，每个 ∂x′i
′

∂xi
是雅可比矩阵的元素，每个 ∂xj

∂x′j′
是雅可比矩阵的逆矩阵的元素。这些元素按照

指标的顺序相乘，最后乘以原张量 T i1i2...ikj1j2...jl
。

从这个公式可以看出，对于（乫，乬）型张量，我们首先对乬个协变指标进行变换（即与雅可比矩阵

的逆矩阵相乘），然后对乫个逆变指标进行变换（即与雅可比矩阵相乘）。这个顺序与矩阵乘法的从右到

左是一致的。

因此，张量的变换法则确实涉及到矩阵乘法的从右到左的顺序，但具体操作取决于张量的协变和

逆变指标。对于（乫，乬）型张量，我们先对乬个协变指标进行变换，再对乫个逆变指标进行变换。

10.1 举例说明

好的，让我们通过一个具体的例子来说明（乫，乬）型张量的变换法则。

假设我们有一个（串，丱）型张量 T ijk ，在二维空间中，这意味着我们有两个逆变指标 i 和 j，以及

一个协变指标 k。假设我们有一个坐标变换 x 和 y 到 x′ 和 y′，其中 x′ 丽 x丫 y 和 y′ 丽 x− y。
首先，我们需要计算雅可比矩阵 J 和它的逆 J−1：

J 丽

(
∂x′

∂x
∂x′

∂y
∂y′

∂x
∂y′

∂y

)
丽

(
丱 丱

丱 −丱

)

J−1 丽
丱

乤乥乴丨J丩

(
−丱 −丱
−丱 丱

)
丽

丱

−串

(
−丱 −丱
丱 丱

)
丽

(
1
2

1
2

− 1
2

1
2

)

现在，假设我们有一个（串，丱）型张量 T ijk 在原始坐标系中的分量为：
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T 11
1 丽 a, T 12

1 丽 b, T 21
1 丽 c, T 22

1 丽 d

我们需要计算这个张量在新坐标系 x′ 和 y′ 中的分量 T ′ijk 。根据（串，丱）型张量的变换法则：

T ′i
′j′

1 丽 J i
′

i J
j′

j T
ij
1 · 丨J−1丩1k

由于我们的张量只有一个协变指标，所以 丨J−1丩1k 只涉及一个元素，即
∂x
∂x′
或 ∂y

∂x′
。因此，我们可

以计算新坐标系中的张量分量：

T ′11
1 丽 J1′

1 J
1′

1 T
11
1 丫 J1′

2 J
1′

1 T
21
1 丫 J1′

1 J
1′

2 T
12
1 丫 J1′

2 J
1′

2 T
22
1

T ′12
1 丽 J1′

1 J
2′

1 T
11
1 丫 J1′

2 J
2′

1 T
21
1 丫 J1′

1 J
2′

2 T
12
1 丫 J1′

2 J
2′

2 T
22
1

将雅可比矩阵的元素代入上述公式：

T ′11
1 丽 丨丱 · 丱丩a丫 丨丱 · 丱丩c丫 丨丱 · 丱丩b丫 丨丱 · 丱丩d 丽 a丫 c丫 b丫 d

T ′12
1 丽 丨丱 · −丱丩a丫 丨丱 · 丱丩c丫 丨丱 · −丱丩b丫 丨丱 · 丱丩d 丽 −a丫 c− b丫 d

因此，新坐标系中的张量分量为 T ′11
1 丽 a丫 c丫 b丫 d 和 T ′12

1 丽 −a丫 c− b丫 d。

这个例子展示了如何使用雅可比矩阵和它的逆矩阵来变换一个（串，丱）型张量的分量。注意，这

里的计算简化了，因为我们的张量只有一个协变指标。对于更高阶的张量，变换法则会涉及更多的矩

阵乘法。

11 线性代数中什么是同构

让我们来探讨一下线性代数中的“同构”这一概念。首先，我们需要明确“同构”在数学中的基本

含义。同构，顾名思义，是指两个结构在某种意义上是相同的，即它们之间存在一个双射的映射，能

够保持这些结构的性质。

在线性代数中，我们通常讨论的是向量空间。因此，当我们说两个向量空间是同构的，意味着它

们之间存在一个双射的线性映射。这个映射不仅是一一对应，而且能够保持向量空间的结构，即保持

向量的加法和标量乘法。

具体来说，设 V 和 W 是两个向量空间，如果存在一个线性映射 T 为 V → W，使得 T 是双射的，

即 T 既是单射（一对一）又是满射（映上），那么我们称 V 和 W 是同构的。这个映射 T 就称为同构

映射。

为了进一步理解，我们可以考虑两个具体的向量空间。例如，考虑 Rn 和 Rn 本身。显然，它们之
间存在一个恒等映射，这个映射是线性的、双射的，因此 Rn 与自身是同构的。
再考虑一个例子，设 V 是所有 n 次多项式组成的向量空间，而 W 是 Rn+1。我们知道，多项式

可以通过其系数与 Rn+1 中的向量一一对应。因此，存在一个线性映射，将每个多项式映射到其系数向

量，这个映射是双射的，从而 V 与 W 是同构的。
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通过这些例子，我们可以看到，同构不仅保持了向量空间的结构，还使得我们可以在不同的向量

空间之间进行转换，而不会丢失任何信息。这种转换在数学和物理学中有着广泛的应用，例如在坐标

变换、基变换等场景中。

综上所述，线性代数中的同构是指两个向量空间之间存在一个双射的线性映射，这个映射保持了

向量空间的结构，使得两个向量空间在数学上是等价的。

在数学中，同构是指两个向量空间之间存在一个双射的线性映射，该映射保持向量空间的结构，使得两个向量空间在数学上是等价的。

12 指标何时在上何时在下

在张量分析中，指标的位置（上标或下标）用于区分张量的类型，即协变张量和逆变张量。具体来

说：

丱丮 个个逆变张量个个：逆变张量的指标在上，表示为T i。逆变张量的分量在坐标变换时，其变化方

式与坐标的变化方式相反。例如，如果坐标从xi变换到x′i，那么逆变张量的分量将从T i变换到T ′i，其

中T ′i 丽 ∂x′i

∂xj
T j。

串丮 个个协变张量个个：协变张量的指标在下，表示为Ti。协变张量的分量在坐标变换时，其变化方

式与坐标的变化方式相同。例如，如果坐标从xi变换到x′i，那么协变张量的分量将从Ti变换到T
′
i，其

中T ′i 丽
∂xj

∂x′i
Tj。

丳丮 个个混合张量个个：混合张量既有上标也有下标，表示为T ij。混合张量的分量在坐标变换时，其变

化方式是逆变部分和协变部分的组合。例如，如果坐标从xi变换到x′i，那么混合张量的分量将从T ij变

换到T ′ij ，其中T
′i
j 丽 ∂x′i

∂xk
∂xl

∂x′j
T kl 。

总结来说，指标在上表示逆变张量，指标在下表示协变张量，而混合张量则同时具有上标和下标。

这些规则是张量分析中的基本约定，对于理解和应用张量理论至关重要。

12.1 举例说明

当然，让我们通过一些具体的例子来说明张量指标的位置如何区分协变和逆变分量。

丱丮 逆变张量的例子：向量

在三维空间中，一个向量可以表示为位置向量 A，其分量可以写作 Ai（其中 i 丽 丱, 串, 丳），这里的

上标 i 表示这是一个逆变张量。例如：

A 丽 A1e1 丫A2e2 丫A3e3

这里，e1, e2, e3 是基向量，A
i 是向量 A 在这些基向量上的分量。

串丮 协变张量的例子：对偶向量（一形式）

对偶向量（或称为一形式）是向量的对偶，它可以“吃掉”一个向量并返回一个标量。在相同的三

维空间中，一个对偶向量 ω 可以表示为：

ω 丽 ω1e
1 丫 ω2e

2 丫 ω3e
3

这里，e1, e2, e3 是对偶基向量，ωi 是对偶向量 ω 在这些对偶基向量上的分量，下标 i 表示这是一

个协变张量。
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丳丮 混合张量的例子：二阶张量

一个二阶张量可以既有逆变分量也有协变分量。例如，一个线性变换可以由一个矩阵表示，这个

矩阵可以看作是一个二阶张量 T：

T 丽 T ijei ⊗ ej

这里，T ij 是二阶张量 T 的分量，ei 是基向量，ej 是对偶基向量。指标 i 和 j 分别是上标和下标，

表示这是一个混合张量。

坐标变换的例子

假设我们有一个坐标变换 xi → x′i，那么逆变张量和协变张量的分量将按照以下规则变换：

• 逆变张量分量：A′i 丽 ∂x′i

∂xj
Aj

• 协变张量分量：ω′i 丽
∂xj

∂x′i
ωj

这些例子展示了如何通过指标的位置来区分张量的类型，并且说明了它们在坐标变换下如何变

化。

13 逆变分量对应的是协变基底

在张量分析中，逆变分量和协变分量是相对于基底而言的。具体来说：

中 逆变分量是相对于协变基底的分量。当我们在一个坐标系中表示一个向量时，如果向量的分量随

着坐标系的变换而按照基变换矩阵的逆进行变换，那么这些分量就被称为逆变分量。逆变分量通常用

上标表示，例如 V α。

中 协变分量是相对于逆变基底的分量。当我们在一个坐标系中表示一个向量时，如果向量的分量随

着坐标系的变换而按照基变换矩阵进行变换，那么这些分量就被称为协变分量。协变分量通常用下标

表示，例如 Vα。

因此，逆变分量 V α 是相对于协变基底 gα 的分量，而协变分量 Vα 是相对于逆变基底 gα 的分量。

它们之间的关系可以通过度量张量进行转换，即 Vα 丽 V βgβα 和 V α 丽 Vβg
βα。

逆逆逆变变变分分分量量量对对对应应应的的的是是是逆逆逆变变变指指指标标标。。。

用逆变分量乘以协变基底会得到一个向量。具体来说，如果 V α 是一个向量的逆变分量，而 gα 是

对应的协变基底，那么向量 V 可以表示为：

V 丽 V αgα

这里，V α 是向量 V 在协变基底 gα 下的分量。这个表达式表示了向量 V 在给定基底下的线性组

合。在张量分析中，这种操作是将向量的分量与其基底相结合，以得到向量本身。

总结来说，用逆变分量乘以协变基底会得到一个向量，这个向量是逆变分量在协变基底下的线性

组合。

当我们说用逆变分量乘以协变基底得到“向量本身”时，我们是在特定的上下文中讨论这个问题，

即在给定的坐标系或基底下，我们通过逆变分量和协变基底的乘积来表示向量的具体形式。

在张量分析和微分几何中，向量可以被视为一个抽象的几何对象，它不依赖于特定的坐标系。然

而，当我们需要在某个特定的坐标系中工作时，我们需要用坐标来表示这个向量。这时，我们使用逆
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变分量（上标）来表示向量在某个基底下的分量，而协变基底（通常是偏导数算子）提供了这些分量

的“方向”。

这里的“向量本身”指的是在特定基底下向量的表示，而不是向量作为一个抽象对象的全部信息。

向量的全部信息是与坐标系无关的，但是当我们需要进行计算或者测量时，我们总是需要将向量投影

到某个具体的坐标系中，这时我们使用的就是它的逆变分量。

例如，在三维空间中，一个向量可以被表示为：

V 丽 V 1e1 丫 V 2e2 丫 V 3e3

其中，V 1, V 2, V 3 是向量 V 在正交归一基底 e1, e2, e3 下的逆变分量。这个表达式给出了向量在特

定基底下的具体形式，即“向量本身”在这个基底下的表示。

因此，当我们说用逆变分量乘以协变基底得到向量本身时，我们是指在特定坐标系或基底下向量

的表示，而不是指向量作为一个不依赖于坐标系的抽象几何对象的全部信息。

13.1 举例来说

给定逆变分量 V 1 丽 丱 和 V 2 丽 丱，以及协变基底 e1 丽 丨丱, 丰丩 和 e2 丽 丨丱, 丱丩，我们可以表示向量 V

为：

V 丽 V 1e1 丫 V 2e2

将给定的值代入，我们得到：

V 丽 丱 · 丨丱, 丰丩 丫 丱 · 丨丱, 丱丩

V 丽 丨丱, 丰丩 丫 丨丱, 丱丩

V 丽 丨丱 丫 丱, 丰 丫 丱丩

V 丽 丨串, 丱丩

因此，向量 V 在这个坐标系中的表示是 丨串, 丱丩。这就是我们通过逆变分量和协变基底得到的向量

本身的具体形式。

向量的对偶形式是指在对偶空间中的表示，对偶空间是由原向量空间的线性泛函组成的。在有限

维空间中，每个向量都有一个唯一的对偶向量，它是一个线性泛函，可以作用于原向量空间中的向量。

给定的向量 V 丽 丨串, 丱丩 在原空间中，其对偶形式 V∗ 是一个线性泛函，它作用于原空间中的向量

W 丽 丨w1, w2丩 时，可以表示为：

V∗丨W丩 丽 串w1 丫 丱w2

这个线性泛函 V∗ 就是向量 V 的对偶形式。在对偶空间中，对偶向量 V∗ 可以表示为：

V∗ 丽 串e1 丫 丱e2
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其中，e1 和 e2 是对偶基底，它们满足：

e1丨e1丩 丽 丱, e1丨e2丩 丽 丰

e2丨e1丩 丽 丰, e2丨e2丩 丽 丱

因此，向量 V 的对偶形式 V∗ 在对偶空间中的表示是 串e1 丫 丱e2。

要找到向量 V 的协变分量 V1 和 V2，以及对偶基底 e1 和 e2，我们需要使用度量张量和其逆。度

量张量 gij 由基底向量的内积给出，即 gij 丽 ei · ej。
给定的基底向量为 e1 丽 丨丱, 丰丩 和 e2 丽 丨丱, 丱丩，我们可以计算度量张量的分量：

g11 丽 e1 · e1 丽 丨丱, 丰丩 · 丨丱, 丰丩 丽 丱

g12 丽 e1 · e2 丽 丨丱, 丰丩 · 丨丱, 丱丩 丽 丱

g21 丽 e2 · e1 丽 丨丱, 丱丩 · 丨丱, 丰丩 丽 丱

g22 丽 e2 · e2 丽 丨丱, 丱丩 · 丨丱, 丱丩 丽 串

所以，度量张量 gij 为：

gij 丽

(
丱 丱

丱 串

)

协变分量 Vi 可以通过逆变分量 V i 和度量张量 gij 的乘积得到：

Vi 丽 V jgji

给定的逆变分量为 V 1 丽 丱 和 V 2 丽 丱，我们可以计算协变分量：

V1 丽 V 1g11 丫 V 2g21 丽 丱 · 丱 丫 丱 · 丱 丽 串

V2 丽 V 1g12 丫 V 2g22 丽 丱 · 丱 丫 丱 · 串 丽 丳

所以，协变分量 V1 和 V2 分别为 串 和 丳。

接下来，我们需要找到对偶基底 e1 和 e2。对偶基底满足 ei丨ej丩 丽 δij，其中 δij 是之乲乯乮乥乣乫乥乲 乤乥乬乴乡。

对偶基底可以通过度量张量的逆 gij 来计算。首先，我们需要找到 gij 的逆：

gij 丽

(
串 −丱
−丱 丱

)

对偶基底 ei 可以表示为：

ei 丽 gijej
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所以，我们有：

e1 丽 g11e1 丫 g12e2 丽 串 · 丨丱, 丰丩 丫 丨−丱丩 · 丨丱, 丱丩 丽 丨串, 丰丩− 丨丱, 丱丩 丽 丨丱,−丱丩

e2 丽 g21e1 丫 g22e2 丽 丨−丱丩 · 丨丱, 丰丩 丫 丱 · 丨丱, 丱丩 丽 丨−丱, 丰丩 丫 丨丱, 丱丩 丽 丨丰, 丱丩

因此，对偶基底 e1 和 e2 分别为 丨丱,−丱丩 和 丨丰, 丱丩。

综上所述，协变分量 V1 和 V2 分别为 串 和 丳，对偶基底 e1 和 e2 分别为 丨丱,−丱丩 和 丨丰, 丱丩。

在上例中，我们有以下概念：

丱丮 个个逆变指标个个：上标 α 在 V α 中表示逆变指标。在给定的例子中，逆变指标是 丱 和 串，对应于

V 1 和 V 2。

串丮 个个协变指标个个：下标 α 在 Vα 中表示协变指标。在给定的例子中，协变指标也是 丱 和 串，对应

于 V1 和 V2。

丳丮 个个逆变分量个个：向量 V 的逆变分量是 V 1 丽 丱 和 V 2 丽 丱。

临丮 个个协变分量个个：向量 V 的协变分量是 V1 丽 串 和 V2 丽 丳。

丵丮 个个协变基底个个：给定的协变基底是 e1 丽 丨丱, 丰丩 和 e2 丽 丨丱, 丱丩。

丶丮 个个逆变基底个个：对偶基底 e1 丽 丨丱,−丱丩 和 e2 丽 丨丰, 丱丩 是逆变基底。

总结如下：

• 逆变指标：丱丬 串

• 协变指标：丱丬 串

• 逆变分量：V 1 丽 丱丬 V 2 丽 丱

• 协变分量：V1 丽 串丬 V2 丽 丳

• 协变基底：e1 丽 丨丱, 丰丩丬 e2 丽 丨丱, 丱丩

• 逆变基底：e1 丽 丨丱,−丱丩丬 e2 丽 丨丰, 丱丩

在基底丨丱，丰丩丨丰，丱丩下坐标为丨串，丱丩的向量在逆变基底丨串，丰丩丨中串，串丩的坐标是多少？

为了找到向量在新基底下的坐标，我们需要进行基底变换。给定的向量在标准基底 丨丱, 丰丩 和 丨丰, 丱丩

下的坐标是 丨串, 丱丩。新基底是 丨串, 丰丩 和 丨−串, 串丩。
首先，我们设向量在新基底下的坐标为 丨x′, y′丩。那么，向量可以表示为：

丨串, 丱丩 丽 x′ · 丨串, 丰丩 丫 y′ · 丨−串, 串丩

这可以写成线性方程组：串x′ − 串y′ 丽 串

丰x′ 丫 串y′ 丽 丱

我们先解第二个方程：

串y′ 丽 丱⇒ y′ 丽
丱

串

然后将 y′ 丽 1
2
代入第一个方程：

串x′ − 串 · 丱
串
丽 串⇒ 串x′ − 丱 丽 串⇒ 串x′ 丽 丳⇒ x′ 丽

丳

串

因此，向量在新基底下的坐标是
(

3
2
, 1

2

)
。
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最终答案是：(
丳

串
,
丱

串

)

14 张量的本质是坐标系下的转换矩阵。张量的型与输入的协变和逆变

参数个数有关。请完善这两句话。详细解释原理。

14.1 完善后的表述

丱丮 个个张量的本质是坐标系下的转换矩阵个个：张量是描述几何或物理量在不同坐标系下变换规则的

数学对象。它不仅包含数值信息，还定义了这些数值在不同坐标系中的转换方式。张量的分量在坐标

变换时遵循特定的变换规则，确保其表示的物理量在不同坐标系中保持一致。

串丮 个个张量的型与输入的协变和逆变参数个数有关个个：张量的型（或阶）由其协变和逆变指标的个

数决定。一个 丨p, q丩 型张量有 p 个协变指标和 q 个逆变指标，表示它在坐标变换时需要 p 个协变基向

量和 q 个逆变基向量的组合来描述。

乼

14.2 详细解释

14.2.1 1. 张量的本质是坐标系下的转换矩阵

张量是广义的“多维数组”，但其核心在于它描述了物理或几何量在不同坐标系中的变换规则。例

如： 中 个个标量个个：零阶张量，在坐标变换下保持不变。 中 个个向量个个：一阶张量，分为协变向量和逆变向

量。 中 协变向量：分量随坐标系的基向量变化而变化。 中 逆变向量：分量随坐标系的基向量逆变换而变

化。 中 个个高阶张量个个：如二阶张量（矩阵），可以表示应力、应变等物理量。

个个坐标变换规则个个： 中协变张量的分量变换规则与基向量相同。 中逆变张量的分量变换规则与基向

量的逆变换相同。

例如，在二维坐标系中，一个向量 V 的分量在坐标变换 x′ 丽 Ax 下，协变分量 Vi 和逆变分量 V i

分别满足：

V ′i 丽
∂xj

∂x′i
Vj 丨协变变换丩

V ′i 丽
∂x′i

∂xj
V j 丨逆变变换丩

14.2.2 2. 张量的型与协变和逆变参数个数有关

张量的型 丨p, q丩 表示它有 p 个协变指标和 q 个逆变指标。例如： 中 丨丰, 丰丩 型张量：标量。 中 丨丱, 丰丩

型张量：协变向量。 中 丨丰, 丱丩 型张量：逆变向量。 中 丨丱, 丱丩 型张量：线性变换矩阵。

个个张量的运算个个： 中 个个缩并个个：将一个协变指标和一个逆变指标求和，降低张量的阶数。 中 个个外

积个个：将两个张量结合，增加张量的阶数。

个个示例个个： 中 应力张量 σij 是一个 丨串, 丰丩 型张量，表示力在方向上的分布。 中 度量张量 gij 是一个

丨丰, 串丩 型张量，用于定义空间中的距离和角度。

乼
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14.3 总结

张量的本质在于其在不同坐标系中的变换规则，而其型 丨p, q丩 则描述了它的协变和逆变指标的个

数。理解张量的协变和逆变性质是掌握其物理意义和数学表达的关键。
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